CAPITOLO PRIMO
LE DEFORMATE DELLE TRAVI

Premessa.

In questo capitolo si prendono in esame travi isostatiche ad asse
rettilineo; la sezione, pill precisamente la rigiditd flessionale specifica EI,
¢ in genere variabile. Struttura e carichi sono simmetrici rispetto ad un
piano ; si ¢ quindi in presenza di sistemi monodimensionali piani ad as-
se rettilineo.

Il verso positivo delle rotazioni in 7 & quello antiorario.

L’origine del riferimento cartesiano ortogonale in 7 coincide in gene-
re con il baricentro della sezione di sinistra della trave, ’asse z coincide
con I'asse della trave, ed ¢ orientato verso destra; I’asse y ¢ orientato verso
il basso.

Per le suddette ipotesi, I’elasticitd della struttura consente alla gene-
rica sezione, considerata come rigida, soltanto rotazioni ¢ intorno ad un
asse parallelo ad x.

Si trascurano le componenti w degli spostamenti secondo z dei pun-

ti dell’asse dovuti alla flessione. Gli spostamenti dei punti dell’asse della
trave coincidono quindi con le loro componenti v secondo vy.

I diagramma degli spostamenti v (z) dei punti dell’asse si chiama
deformata della trave. Altro diagramma che si considera ¢ quello delle
rotazioni ¢ (z); pil precisamente, esso & il diagramma delle ampiezze del-
le rotazioni, in genere fornite in radianti, delle sezioni rette.

La conoscenza di vg e ¢g per la generica sezione S definisce la posi-
zione di § a deformazione avvenuta; essa deriva da una rotazione rigida di
ampiezza ¢g (il cui vettore ¢ brtogonale a m) intorno ad un punto di z
posto alla distanza

a=
@

dalla parallela equiversa ad y per S ; cid per I'ipotesi di piccolezza degli
spostamenti, e per essere ¢ fornita in radianti.
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Spesso si chiama I'asse z orizzontale, 'asse y verticale.

L’ipotesi di piccoli spostamenti, coerentemente seguita, importa I’ob-
bligo di trascurare i momenti flettenti connessi con le eventuali componenti
assiali delle forze esterne, momenti che sorgono al nascere degli sposta-
menti; ci0, unitamente a quanto gid detto circa la trascurabilitd delle w,
consente di chiamare in gioco le sole componenti parallele ad y delle forze,
oltre naturalmente le coppie.

Le relazioni differenziali alle quali si fard ricorso sono le ben note

dy M
= 1
dz El ()
dv
SY = 2)
dz 4

da cui si trae
2
d’v _ _ M (3)
d z? El

Se oltre alle forze agiscono distorsioni del tipo u, le formule pre-
cedenti si completano in

2
Mz_L+M_ (3"
dz* El

Nelle (1) (2) e (3), e cosi nelle (1) e (3"), si & tenuto conto delle
sole deformazioni di tipo flessionale, trascurando l'effetto delle deforma-
zioni di scorrimento (dovute al taglio T o alle distorsioni ¢); esse saranno
nel seguito sistematicamente ignorate, salvo esplicito avviso del contrario.

Il diagramma ¢ (z) si ottiene per integrazione della funzione M_ M

Ei
(curvatura), ¢ v (z) a sua volta per integrazione dt ¢ (z). Quindi si devono
fare 2n integrazioni in n intervalli consecutivi, i cui estremi sono ascisse

di punti dove éw_] — M cambia espressione; le costanti di integrazione

sono 2n, e di esse 2n — 2 sono determinate dalla condizione che in ogni
punto di frontiera comune a due intervalli consecutivi deve per congruen:
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za interna verificarsi I'uguaglianza delle ¢ ¢ delle v a destra ¢ a sinistra.

Se la trave & costituita da un unico tratto, la fondamentale ¢ unica,
¢ le due costanti residue sono definite dalle due condizioni di vincolo; se
¢ costituita da ¢ tratti, collegati tra loro ed al suolo, per ogni tratto occor-
re fissare la fondamentale, e cio® due costanti; in tutto 2¢ costanti, pari in
numero alle condizioni di vincolo (congruenza esterna).

Nel metodo della doppia integrazione (Saviotti) ¢ consigliabile segui-
re la via analitica; esso quindi pud presentarsi vantaggioso solo se la trave

¢ ad una sola campata, e se la funzione El — u ¢ fornita da un’unica
{

espressione.
Paragonando le (1') ¢ (2') con le note formule che legano T a g, ed
MaT:

i (4)

¥4

%ﬂi: T (5)
Zz

M _ (6)

dz?

ed in particolare la (3") con la (6), si osserva che il diagramma v, 4 Mmeno
di funzioni lineari, coincide

v =M* (7)

con quello M* relativo ad un carico ¢g* fittizio fornito da

gr= M (8)

e puo quindi essere ottenuto come funicolare di tale carico. Le fun-
zioni lineari incognite, in numero di ¢, sono rappresentate dalle fonda-
mentali, che si tracciano utilizzando le condizioni di vincolo.

E’ evidente che, se si vuole estendere I'analogia al discgno delle fon-
damentali, una condizione di congruenza espressa in M* invece che in v
obbliga a variare il tipo di vincolo ad essa relativo; per esempio, su un ap-
poggio ¢ v = M* = 0, e quindi I'appoggio diviene cerniera. Sorge cosi il
concetto di trave ausiliaria, dove si scambiano appoggi e cerniere, bipen-
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doli esterni ed interni, incastri e sezioni estreme libere.
Dal confronto tra la (2) e la (5) si ha poi

T* = dM* _ dv _ —
dz dz

e quindi
o =-—T%. (9)

II metodo del poligono funicolare (Mohr) ¢ in genere utilizzato per via
grafica, se si vuole tutta la deformata. Piu spesso pero accade di dover
conoscere soltanto i valori di ¢ o v per alcune sezioni particolari; in tal
caso il metodo ben si presta all’utilizzazione analitica, attraverso il proce-
dimento di Lagrange e la considerazione d’obbligo della trave ausiliaria.

Sovente, per ottenere sulle travi a piu campate alcuni valori particola-
ri di ¢ o v, sfruttando le conoscenze relative a schemi piu semplici, si
segue il procedimento di composizione degli spostamenti e delle rota-
zioni; anche di questo saranno forniti alcuni esempi elementari.

Per i segni si ricordi che le coppie sono positive s¢ antiorarie, e cosi
le rotazioni. I momento flettente € positivo se sulla faccia di normale
(esterna) equiversa all’asse ¢ della trave ¢ antiorario; ne consegue che,
riportando il suo valore sull’asse orientato n, il diagramma M (z) giace,
rispetto all’asse ¢, dalla parte delle fibre tese. Ed infatti, la coppia nt &
antioraria.

Il taglio & positivo se, sulla faccia di normale equiversa all’asse ¢, ¢
diretto secondo n. Ne consegue che T > 0 quando sull’elemento di trave
lungo ds esso da luogo ad una coppia Tds oraria. Inoltre, nei tratti scari-
chi a T > 0 corrisponde un segmento di M (s) ruotato in senso orario.

Problema n. 1.

L

Si desidera la deformata della trave della fig. 1; essa ¢ di sezione
e materiale 1nd1pendent1 da z, appoggiata ai due estremi A4 e B, di ]uce
I. 1l carico & costituito da due stese uniformi di diverso valore, pari a g’

da0ad L, g"dat adi
2 2

gq(zy=q se z€ [O,é—[
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Figura 1

Chiamando T, ¢ T,/2 i valori del taglioinz =0¢ z = L ,dalla (4)

|

si trae

z

T(z)=T0~]q'dz=T0~q'z se z € JO,

w|~..

0

V4
r r l
T(Z)=T,/2—] q dz=Tl/2*q (z——):
/2 ‘

, 1 " 1) !
=T g L _ -, se  z€|— ],
° 13 q( 2 [2_ [

La funzione 7" (z) & cosi definita a meno della costante T,.

Chiamando M, ed Ml,/2 i valori del momento inz =0ez=-L , dal

la (5) si ottiene (M, = 0)



14 Capitolo primo

¥4 4

M@) =M, +] sz=[ (To — q'z) dz =
0 0
2
=T02—q'f— se ZE[O,-{—],
2
’ ! !
M(z)zM,/2+[ Tdz =Ty - —q' £ +
2 8
AYS ’ !
+(T0 -—q'-——)[ dz——q”l (z-—-—)dz:
2 /2 /2 2
=:-l___n£_ (T__ri+ul_)z_uzz
q 3 q 3 o — 4 > q > q 3

Dalla condizione in B
M) =0
si trae

To ———%(361' + q") .

Le funzioni T (z) ed M (z) sono cosi definite, ¢ si pud scrivere

= —

l ! n ’
T'z) ==—@3q +q')—-qz se z € O,—[—
8 ] 2|
_l.‘. ! r n rl
T (2) ——8-—(+-q + 5¢") —- q''z sezE-i-,l

2
, Z

M (z) =-8£—(3q'+q")z~q2— se 26[0,51—]
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2 ! r ! tt 14 2 l .
M (z) =-é——(Q—Q)—§l-(q—5q)z~q 52— se zel'—...,l]

Dalle prime delle (10) si ha
— &l —_ l ! r
RA —ﬁT(O)“*'-'g-GQ"{'Q)

(11)
R, =T =—%(q’ + 34" .
&

Si osservi che, per ¢' =¢'" =g

2

T(z)zﬁ.’z_{.._qz 2€10 1]

M(z)=‘72_z(zAz) z€[0, 1]
ql

R, =-4°

4 2
!

R, =-4-

B 2

Si passi ora al calcolo di ¢ (z) e v (2).
Dalla (1) si trae

Z

0(2) = g, +] Mg =

l tH Z# Z
=¢0+1(384E1'|'q) [zdz-—- q jzzdz=
0
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' i1 ro [
:‘Po+l(3qﬂ+Q)z2__.q___z3 se ze 0,—1—;
16 E1 6 £/

M
v(z) =y, t — dz =
12 El

3 ' " 2 4 " z
=g, + 04 +3a) 4 @ q7) dz -
192 £ 8 EI y

_t =547 r zdz — 9 r z2dz =
8 E;[ 1/2 2 E[ 1/2

13 (ql o q”) + 12 (qf o q”) .

Ty 8 F1

! [} rH
_l(q ﬁ.SQ) 42 _ q 23 se = _l_,l_
16 £/ 6 FE]

La funzione ¢ (z) ¢ cosi definita a meno della costante p,. Si ha poi
dalla (2), ricordando che

v(0) =0,
z
v(z) = — pgdz =
0
_ 13q +4q") 9 4 !
=~ Yoz — z e _
0 48 E1 24 L] se Z€10, 15
Z
v(z) = Yy —5 gdz =
12
- l 2q' +qN 4 z
Yo 2 384 E] Yo [l/zdz +



l (ql . Sq”)
16 EI

- _ 1@ -4"
384 K]

@ -4 . 1@ -54"

16 £1

Dalla condizione

si trae

¥4
] :
1/2

3 r re
gz v —a)
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2dz + g l z3dz =
6 EI 12

48 E1

z3 4+

se 26[

48 E£1

NlN
oy
[ S|

v(l) =0

P Oqd +174"

Yo = 384 L1
e quindi si pud scrivere
‘p(z):_gq +‘7q l3+3q +CI lzz_
384 EI 16 E1
q' 3
- — 7 se z&|[0,/];
6 £/ T
(12)
_ 17 qr q” q . q”
p(z) = - 3 1’z —
384 EJ 8 El ¢
14 1 rn
_ 4 —5¢q 2 3 !
6 El 6 ET ’ S“E[z_’l]
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ed ancora
U(Z)":gq +7q 13 _3q +q
384 ET 48 FE 1
_ q' 74
24 El
T)(Z)z— q — 4 l4+17q_q
384 E 384 E/

+ 4 24 g 49,0
48 El 24 E1

' r
132 - q —q l2z2 4

Si osservi che, per ¢' = q" = q, dalle (12) e (13) si trae

o=—L_ (- I® + 61

4273 ze€ [0, !
24 E1 ) 10, 7]
— q 3 ] 3+ 4
v SAET (1°z iz z%) ze{0,1].
Si ha cosi
_qP _
= () = - _0
z A YW v
1 — 0 5 qlf
2= ¢ =38 BT
3
Z:l §0= ql ’UZO.
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Problema n. 2.

La trave della fig. 2a, di luce 3a, presenta E/ indipendente da Z;
essa € appoggiata in 4 e B, e soggetta ad una forza F' all’ascissa z = a,

Si ha:
Z
Irey=1, — J gdz =T, se z€]0,a]
0
d z d
T() =1 —jqdz=Ta=To—F se zE€]q 3],
a

dove con Tg si ¢ indicato il valore del taglio immediatamente a destra del-
la sezione z = a. Se con TZ si indica il valore del taglio immediatamente a

sinistra di z = g, I'equilibrio alla traslazione del tronco elementare com-
preso tra le due sezioni ¢ — dz ed ¢ + dz impone che sia

s , d _
~ TP+ F+ T =0
da cui
d __ .8 _
T,=T —F=Ty - F
Per il momento pud scriversi My = 0)

rl
Mz)y=My +| T dz=T,z se z&€ [0, a]

/0

.z ‘
M@z)y=M, + Tdz =Toa + (Ty — F) (z —a) s¢ z€fa, 34].

Ja

Dalla condizione

MM =M@Ba)=0
si trae

Toa+ Ty -M2a=0
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da cui
2
TO = -?3—- 1
L a l a L i
T T i 1
F
A H L | B
. z ' «@«
Yy
LY |
2
5F +
-+
H
-+ A B
2
3—Fa
—— \'NL‘L“”,
MY

Figura 2a
Si ha quindi

Ty = _§_F s z€10.al
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T (z) =—%F se z € ]a 3a]
M@) = =§—Fz s« z€[0 a]
M) = F(a-—--g—-) se z €[ a 3al]
Si ha pure

_ _ 2

(15)
_ _ 1
Ry = TB——?F

Alle (14). e (15) pud pit immediatamente pervenirsi attraverso le
equazioni della statica.
Si pud adesso passare al calcolo di ¢ (z) e v (2):

Z 2
M 2 F _
7) = + A odz = + 2= — | zdz =
¢ (z) Yo oEI Yo 3 EJ L

2 se z€ [0, a]

4 2 Z
p(z) =g, + —j‘z-dz=¢0+£—‘l—+-l—[F(a—5——)dz=
a

L EI 3 EI  El 3
2
= Yo — Fa + fa 7 - L z? se zE€[a, 3a]
2 E] ET 6 EI

ed ancora, per la condizione » (0) = 0 ,
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Z
_ _ I 3 '
v (z) “—{O‘sz“”‘»ooz“gE[ z sc z€ [0,a] .

¥4 - z
—'1;6'1" ‘ zdz + fz ‘ z? dz =
EI ], 6 El ],
73 72 ;
__la - oz + Fa , _ Fa_ ;2 +f g se z&€[a,3a]
6 E1 2 EI 2 EI 18 Ef
Dalla condizione
U3a = 0
si trae
o __ 5 ra
° 9 EI
In definitiva si ha percio
. F 5 2 22)
2) = — = —a® + — se z€[0,a
#@) =5 ( 5 3 0, al
%
- i 2
p(z) = Fo_19 g +az—§-) se z€&€[a, 3a] .
Ll 18 6
(16)
; 3
v (2) :_P_(_S_aﬂz_f__) se z&€[0, a]
EI \9 9

- 3 2
v(z):_l;(__g_+£azz_a2 +.?3_) s¢e z&la, 3a].
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Nella fig. 2b sono stati disegnati i diagrammi ¢ (z) e v (z). 1 valori
estremi di ¢ (z) sono

_ 5 Fg?
Ya TYe TR

— _ 4 Fg*
WB - 903d - —9_ E[ ?

il diagramma & costituito da due archi di parabola quadratica, nei due

intervalli [0, a] ed [a, 3a]; in z = 0 ed in z = 3q le tangenti sono parallele
y oy de M _ . ) . N

all’asse z, poiché¢ —— = —_ =0, In z = ¢ non si hanno discontinuita,

dz ET
ne in ¢ né in gi‘-'i ; quindi Pordinata HK ¢ unica, ed unica la tangente in
z
K, queste si ottengono congiungendo i punti L ed M dove le tangenti
in z =0 ¢z = 3qa incontrano le mezzeriec di AH ed HB.

Il diagramma » (z) & costituito da due archi di parabola cubica, sem-
pre nei due intervalli [0, a] ed [q, 3a]. L’ordinata HG & unica, e cosi la
tangente in G; le tangenti in 4 e B si incontrano in £. Poiché il diagram-
ma v (z) ¢ poligono funicolare del carico g* = M (a meno di ED), il punto
E deve appartenere alla retta d’azione della risultante del carico g*, e.
cio¢ alla parallela ad y per il baricentro del triangolo M (z) della fig. 2a.
Dalla relazione di equilibrio alla traslazione secondo z si ha la risultante
del carico ¢g*

dove con A si ¢ indicata 1’altezza del triangolo M (z); dalla relazione di
equilibrio intorno ad A si ottiene

da cui
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Tracciate le tangenti in A e B, si prendono in considerazione i due
punti D ed 7 ove queste incontrano le parallele ad y per i baricentri dei

el
a N 2a +
] L a J-,.
M|
r il A T
Afr/
il 4Fat
9 El
A i . —+
emm
_5Fa k
9 EI
d”‘A: g, l
AT
— t:“"}"
L
ta
2 %a
H
A ' ‘ |' —
20Fa°
D . 27 E\
G
vy \

b——
——
w|w

wim
»
——

|
+

Figura 2b

due triangoli di base AH ed HB; per le proprieta dei poligohi funicolari,
la retta DF ¢ la tangente al diagramma » (z) in z = a.
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Poiche la risultante del carico g* =M & Fa?, e le due reazioni ad esse
relative sono

5
R, =_-2 Fa
4 9
R* :—ifaz,
B 9

risulta pure

20 Fd
27 El

CE:iFaz-f—a=
9 3

Si osservi che il diagramma ¢ (z) & stato costruito, come d’uso, con
asse ¢ orientato alla sinistra dell’asse z, il diagramma v (z) con Passe v
orientato alla destra dell’asse z.

Problema n. 3.

La trave della fig. 3a, identica a quella della fig. 2a, regge una coppia
all’ascissa z = 2a. Si ha M (0) = 0, ¢ quindi

I'(z) =T, se zc )0, 3a]

M(z)———‘ Tdz =T,z z€0, 2a]

0

Z
M(z)=MZa +l T'dz=2Tya —€ + Ty(z—2a)seze]2a 3a].

2a

Poicheé ¢

€ pure
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AN

v{'

=
- - -

—~+

T

Figura 3a
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Si puo quindi scrivere

T(z)zl se z € ]0, 3q|
3a
m
M(E)= — ¢ se z& [0, 2a]
3a
_ m
MiE)y=-M +3——z se z&]2a, 34
a
Si ha poi
z pA
¢p(z)=gpo+s ﬂ-dz:gp0+ : Izdz=
o EI 3Ela ],
m
= + z? > z€ [0, 2a
Yo I se z€ [ ]
zZ
_ M _ 2 Ma
2y =9, +| L dr=yp, + 2Ma |
¢ ( Paq La 7, v 50

El 3Fla
— 2 a m m
= —_——_—— —(z=2a) + z¢ — 4 =
Yo T, E[( ) ( a)

a m+ﬂl 2

=g + —— e 7
° EI ~ El 6Ela

se ze [2a, 3a] .

Cosi pure si ha, essendo » O)y=0,

V4

v(z) = — dz = — pyz — — z3 se ze [0, 2a
L 14 Yo 18F1a ‘ [ |
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- 2
0@ =vy, | wdz= g - L DL
2a

9 LI

z z
(‘@o—2ma)[dz+mizdz—Lj z2dz =
24 2q

E7 6E1a
2
= o MaZ _ — 2 — Ma z +
TR
+ m z? — m z3 se zge[2a, 3al
2FE! 18 Ela
La condizione
U3d = 0
importa
Wo::—'JE#L,
3E]
Si ha quindi
2
¢ (2) :_ﬂ_'_L_(_a__I_z_) se ze [0, 24]
El 3 6a
2
w(z) = m (ia—z-i--i—) se ze [2a, 3a]
Er \3 6a
(18)
3
2 (z) =k (“Z _ .z ) sc ze{0, 2a]
El 3 18a
. 2 3
v(z)=—nl-(2a2--§—az+z—— z ) se ze[2a, 34a] .
El 3 2 18a
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A

—— .

.

WLa

3EI

—_——

——

Figura 3b
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Si verifica
oo = Ma
° 3E]
Mya
= (19
¥2a 3E] )
Vi, = Mar,
3 6EI
inz=2ala g-f— si presenta discontinua, cosi come M (z).
z

Nella fig. 3b sono riportati i diagrammi ¢ (z) e v (z). 1l diagramma

¢ (z) ¢ costituito da due archi di parabola quadratica, valevoli negli inter-
valli [0, 2a] e [2a, 3al; le tangenti negli estremi A ¢ B sono orizzontali,

poiché¢ M = 0 e quindi %‘w_ = 0; riportate le ordinate vy ¢,, ¢,, in A4,
z

P e B, la costruzione risulta ovvia.
Il diagramma v (z) & costituito da due archi di parabola cubica, validi

negli stessi intervalli [0, 2a] e [2a, 3a]. Esso ¢ funicolare del carico g * = M

El
e quindi le tangenti in 4 e B devono incontrarsi sulla retta d’azione della
risultante di tale carico. Poich¢ ¢

’

Ma
R* = _
A 3E]
Rr = [
B 6 EI

(cid si evince con ragionamenti elementari di statica, ma piu direttamente
dal fatto che

vqa =—-T; = R}
vp = Ty =—Rg,
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Iordinata HC definita in z = a dalle due tangentiin A ¢ B ¢ la stessa, e pari a

Ma | Ma Ma?
3 K] 6 L1 3 EI

HC =

quindi le due tangenti sono definite dalle rette AC e BC.
Le verticali rette d’azione del triangolo positivo e del triangolo nega-

tivo del diagramma M (meglio, delle risultanti F'¥ ed F¥ dei due triangoli
El

di carico) sono ubicate alle ascisse

—2a-—2-?-
3
2:20"}‘-%1—-

il poligono funicolare di F¥oed EFY ¢ quindi la spezzata AEDB. Esso com-
cide, come ordinate ed 1r1c11na21on1 con il poligono funicolare di g*
alle ascisse A, P e B, poiche £ ¢ Ta risultante del carico da A a P, 14

da P a B. Quindi PP' & una ordmata reale, e la retta £ED ¢ la tangente
reale in P'.

Problema n. 4.

Attraverso il procedimento di Mohr si vogliono ottenere le rotazioni
in A e B per le due travi gid studiate negli esercizi 2 e 3.
Per la trave caricata dalla forza F allascissa z = a si ha (fig. 4a)

o= Fa?
1 3ET
2 Fa*
Fr=2 ta
3 EI

dove con F* ed F¥ si sono indicate le risultanti del carico g* =
El
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per 1 due intervalli {0, a] ed [aq, 3a]. Per ’equilibrio alla rotazione intorno
ad A si pu0 scrivere

nl 2 T2
_F @ 2 2 Fa (a+2_a)_3am=o
3 EI 3 3 3 B

£l

-
Y]
~N

|

m

a)
b)
Figura 4
da cui
Rr=_23 F&
B 9 EI
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da cui
R* :__é“_ F(12
4 9 EI
E’ percio
5 Fa?
J— R* = o e
4 A 9 EI
4 Fa?
= - R* — ——— —
LI 9 EI

Per la trave caricata dalla coppia T all’ascissa z = 2a si ha (fig. 4b)

sostituendo le risultanti al carico g¢* = ﬁ relativo ai due intervalli [0, 2a

e [2a, 3al
2 me
F* =2
1 3 EI
pr=_ Ma
2 6 EI

Per I’equilibrio alla rotazione intorno ad A si ha

_2Ma, 2 ,,, Ma (2a+“_)...3aR*=o
3 EI 3 6 EI 3 B
da cui
Ry =-14
B 6EI

Per I’equilibrio alla traslazione si ha poi

2 Ma Ma "L“+R*=o

3 EI 6EI 6EI 4 ’
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da cui
R¥ = _ 4
A 3E]
Si ha percio
Ma
= R* =
¥4 A 3El
_ _  Ma
gp = — R} =
5 B 6EI

I metodo di Mohr si presta anche al calcolo rapido dell’ascissa dove
si verifica il massimo spostamento, nonché del valore di quest’ultimo. La

ascissa z,, di v, ,.  corrisponde a quella dove ¢ = — T* = 0; nel caso
della fig. 2a, si osserva che essa si ha tra H ¢ B. Conviene percido porre
3¢ - z,, = t,, e cioe valutare l’ascissa di v,,,, da B verso sinistra. In

corrispondenza di ¢, si ha 7% =0, e quindi il carico applicato da tale ascissa
fino a’ B deve essere uguale in modulo e opposto in segno alla reazione R;‘.
Si puo quindi scrivere (fig. 2a)

* (t = m = _____m
77 (ty) El 3 El
__.th _tm_ :__R*iff_z
3EI 2 B 9 FEJ

t, =a \/_i_ = 1,63299 4,

ed infine
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4 Fa® 2
T
| PUPK
=8 V8 L& _ ag3g5 £4
27 V3 EI £l

Analogamente si pud procedere nel caso della fig. 3a, dove invece
Umax Si verifica nell’intervallo AP; chiamando z,, Pordinata di v, axs ©

"M (z,,) =2 mZim
3 a
MZm
q*(z, ) =
" 3Ela
M2y 2, _ Ma
3Ela 2  3EI
z, =aV2
m
‘max = 353’- €§'2m }
. 2 a2
=2 g7 T g5p407
9 El El

Problema n. 5.

Si risolve attraverso il procedimento grafico di Mohr la struttura della
fig. 5, costruendo cosi tutta la deformata. Disegnato il diagramma M (z)
si ¢ diviso tale diagramma in sei parti; nei baricentri di tali parti (triangoli
o trapezi) si sono applicate le forze /"% pari alle aree divise per £/, E’ no-
to che

(Fi1=1[1].
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3m | 3m

+ | %\ }
/3tm
er
A | B
R z |
El =cost
Y _ 3 m
St— ZT
—
©) @ 6 @ 0,5
25 ® r
S, = m
5 4,5 4 1
/ T

Figura 5

|
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Si ¢ costruito il poligono delle forze £7 F¥, nella scala

i valori delle £/ F* con cui si ¢ costruito tale poligono sono i seguenti:

Erpr=22"15 = 1875 42

2

ETFr=12"15 _ 565 »

2

El F* = 2515 _ 7,125
2

El F* = _8,5_;_1_3;5__,_ 6,375 7

ElFr=12"15 —y435 »

EI F* = 05 1,5 _ 0,375 ”

Si ha
T El F; = 22,5 tm* ;

quindi la rotazione relativa tra 4 ¢ B € pari a

22,5
San =T

dove EI & espresso in tm?.
Si € poi costruito il poligono funicolare delle £/ F ‘: con base
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A =16 1m? ;

la retta di chiusa & definita dalle due condizioni

Tale poligono rappresenta v nella scala

2

= -"“' . = im
Sb‘IV —SE«IF* A Sl’ 12 u
Sv = ._1._2_ m ,
El u
dove EI ¢ espresso in tm,
Dal grafico si trae
3,250+ 4 13
= R* o e— e = e
& 4 Fl El
2,375 -4 9,5
=_R* = 220 7 = 2
i B El El
o, = M* = 2,625+12 _ 315 -
a El El

Utilizzando i risultati degli esercizi 2 e 3 si pud effettuare un’utile
verifica. E’ cosi (fig. 4)

_ Ma 5 Fa? 13
Oq == o = — -
3E] 9 EI El
_ Ma 4 Fa? 9,5
op = —— t — T —
6ET 9 EI ET
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2 N AR
v(a) = Ma + 2 }7‘1
3ET 9 El

Ma2 " 1 Fad _

10,5 ~_ 31,5
a= m
ET El

Problema n. 6.

La trave della fig. 6a, con EJ costante su z, & soggetta ad una distri-
buzione di coppie m (z) variabili linearmente, da 0 in z = 0, ad m in

z = Sa. Si vuole pervenire, per integrazione, alla deformata v (z).
L’espressione di mi (z) &

m(z) =2 ; z€[0, 5af .
5a

Si pu0 scrivere

z

T(z)=T0—[qdz=T0, se ze&]0, 3a |
0
Z Z
M(z)=j [T—m(z)]dz=] (TO--m—z)dz=
0 0 Sa
=Toz — 1 _ 22 se z €[0, 3a] .
10a -

Dalla condizione

M =2T0a—-§—ma=0

2a

si trae

o3
Il
u:|§
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19
20

20

m(z)

T

T —m(z)

N

2a

Figura 6a
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E’ percio

T(z) =

u;ls

se z€]0, 3af

(20)

M(z) =M=z dL zz=£51—( —3—) se z &[0, 3a] .

€ incognito invece T:; , valore del taglio immediatamente a destra dell’ap-
poggio C.
Puo quindi scriversi

T(z) = T‘;a s¢ z€]3a, S5aq]

M@ =M, + j (T — m (2)] dz

3a

il

Il
I
3
Q
3
()
N
l
3
NN
| IS
il

d d
=-—6—ma—~ 3T,,a +7T,,z- z* se z€[3a, 54].
0

10 a

Dalla condizione

_ 19 d
sa—-TO—ma+2T3aa—

sl trae
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74 19

=2 m
¥ 20
e percio
T(z) = 19 ™ se z&l3a, Saf
20 ’

(21)

m
M(z) = = (— 45a%> + 19az — 2z?) se z&[3a, Sal.

a

Nella fig. 6a si ¢ disegnato il diagramma T (z) e quello T (z) — m (2),
per avere indicazioni sulla pendenza del diagramma del momento, che &
appunto fornita da T - m. Poiché T — m si annulla in z =g ed in z =

= 5a - -Z—- , ¢ in tali punti che il momento € stazionario. Il momento ¢

una funzione quadratica di z, cioe M (z) € un arco di parabola tra A4 e C,
un altro arco tra C e D; se ne trae che, essendo i punti ove M = 0 simmetrici
rispetto ai punti di stazionarieta, M si annulla alle ascisse z = 2g e z =

= 5q¢ - & , oltre che naturalmente ai due estremi A4 e D. Conoscendo il
2

valore

la tangente in L ¢ fornita dalla congiungente L con il punto H dove la
tangente in A incontra la verticale di mezzeria di AC. Le due tangenti in
B ed L devono per verifica incontrarsi in un punto K della verticale di mez-
zeria di BC.

In Csi ha
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dz

¢ quindi

CN _ 8

cM 7
€ nota percio la tangente in L a destra (retta LN). La tangente in P s'i ot-
tiene unendo P con il punto Q dove la retta LN incontra la mezzeria di CP;
quella in D unendo D con il punto dove la QP incontra la mezzeria di PD_.
Il massimo momento in IfD vale la sedicesima parte di quello in AB, poi-
che AB =4 PD, e cio¢ & pari ad lné%

St passa adesso al calcolo della deformata. Si ha (20)

z z 2
Y =@ t+ -:ﬂ-/-]—-dz=goo+ n [ (z—-z—)dz=
0 2a

(3az? — z3) se z€[0, 2al .
a .

La condizione v (0) = 0 permette di scrivere

Z
v = — dz = — pgz — —__ (4az3 —z%), e z€ 0, 2al.
Lsa o2 = o ) | ]

Dalle precedenti relazioni si trae

2 ma?
s — + —_—
Y2a %0 T T3 F7
2 mad
vV, = — 20pd — =
2a Yo 15 EI

Si integra adesso nell’intervallo 2a, 3a; infatti mentre in z = 2g si

ha una discontinuita di ¢, in z = 3a ’espressione di M cambia. Si ha cosi
(20
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Zz
M
v =g, tAp, +[ —dz =

2a

z

_ 2 ma? m [ 2 _
= + A + + (RQaz — z*) dz =
Yo T 2% T T kT T 10Ela ) )

_ 2 ma? m 2 3
= + A + + (3az* —z sez&(2a, 3
Yo T S¥a T I ET | 30Ela ) 24, 3al

Z 4 ma’
v =09, — dz = 2a A + —
2a s;a‘p ‘p2a 15 E[

2 ma? m |
_ + Ap, — -2 MMA N, M (4az® 20, 2 _
(900 24 15 EI )z 120Efa( az 2%), se z€[2a, 3d]

Dalle precedenti relazioni si trae

_ 43 ma’
V,, = — 3pgd—al) —_——
3 Yo Y2« T 150 EI
e dalla condizione
v3a = 0
si ottiene
_ 43 ma?
Ap, = —3py — —— i
24 ° " 120 EI
Si puo perciod scrivere
_ 9 ma? m 2 3
0 =— 29y — + (3az? - 2°%) se z€]2a, 3a]

40 EJI 30Ela

9 ma® 9 ma?
= — 6apy — —— + (20, + 2 _
v aPo ( Yo 30 EI )Z
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-
120 £/ a

4azd —z%) se z€[2a, 3al.

Si ha cosi

Occorre adesso integrare nell’intervallo 3a, 5a. Si ha (21)

2
M 63 ma®
= + —dz =2 + = +
¥ Y La El Yo T30 EI
+ -—L (— 270a%z + 57 az? —47z3) se z€[3a, 5a]
120 £/ a
Zz V4
351 ma®
v=0, - dz = — dz = — 6pga + = +
2 La i La“o o 120 EJ

2
+(2%__§_3_ma)z+ m

: ——— (135a%z% — 19az3 + z%)
20 ET 120 Efla

se ze&[3q, Sal.

Dalla relazione ora scritta si ha

_ 43 ma’
v =4 a + =
se — "o 60 EI

e dalla condizione

si ottiene
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_ .43 ma?
240 EI

Yo —

Adesso ¢ possibile esplicitare ¢ (z) e v (z):

0(z) = —2—— (— 43a% + 24az? - 82°) se ze[0, 24|
240 £ a
— ™M (324® + 24az? — 87%) se z€]2a, 3a]
240 Ela
— M (84243 — 5404%z + 114az? —8z%) se ze[3a, 54l
240E]a
(22)
m
=0 (434d%z — 8az® + 2z¢ se z€[0, 2a
v (2) A0 ET 3 (43a°z az z*) [ ]
M (1504* —324%z — 8az® +2z%) se z&[2a, 34
240 Ela
M (960a* — 84243z +2704a%z% — 38az® +2z%)
240 Ela
se ze [3a, 54a] .
(23)
Dalle (23) si verifica, in ogni intervallo, %”_ = _ ¢, Inoltre si ha
Z
dalle (23)
43 ma?
P49 T ¥o T

T 240 EI
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2

s I ¢ — 11 ma
s Y T T a0 B
d — d — 64 ma2
¥ ~ ¥ 240 E{
_ _ 32 ma®

o "% T T El
_ _ 8 ma?®

o "% T T o530 EI

ed ancora
54 mad
v, =p = 23 . (25)

B 2a 240 EJ

Nella figura 6b sono tracciati i diagrammi g(@E)ev () Inz=0 ¢

4 . : . d
3——‘& = 0, e quindi la tangente a ¢ (z) & orizzontale; in z = 2aq & ?di =
z z
a sinistra ed a destra, e quindi le due tangenti a sinistra e a destra sono

. . . . . . . a
ancora orizzontali. Cosi pure sono orizzontali le tangenti in z = 5q — 5

(punto P) e z = Sq (punto D).

Il diagramma ¢ (z) & quello di una parabola cubica. Le tangenti in
z =0 e quella in z = g si incontrano in H; H deve appartenere alla verticale
passante per il baricentro del carico T — m (z) nell’intervallo 10, a],
¢ quindi 4

Analogamente (fig. 6b)

La tangente a destra in z = 2¢ e quella in z = 34 si incontrano in .S;
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S |
NG |
¢4 ‘\F\ |
N
NG
N
64
a
fﬁ ‘ 4
A B i P D
. | | ¢ N -8
‘ T
—_—
- 10 ma? 1
T 240 EI U
_ 5 ma’m
f T 240 El u
il
el °
/
/
/ 54 ma’
240 EI

Figura 6b
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S deve appartenere alla verticale passante per il baricentro del carico
T' — m (z) nell’intervallo [2a, 3a[. Cosi pure le tangentiinz =3a e z = 5a

si incontrano in 7, appartenente alla verticale passante per il baricentro
del carico T — m (z) nell'intervallo ]3a, 5al.

1l diagramma v (z) ¢ quello di una parabola di quarto grado; le tan-
genti possono costruirsi (come del resto si poteva anche nel diagramma ¢ (2))
sfruttando la conoscenza di 4, B, C e D dei valori di ¢. In O, dove ¢ =0,

dv

e e = 0, e quindi la tangente ¢ orizzontale (v,,;,).
z

Problema n. 7.

Nella fig. 7a ¢ disegnata di nuovo la trave del problema precedente;
essa sara studiata attraverso il procedimento di Mohr. Non si traccera tut-

. . : . M .
to il poligono funicolare del carico g* = T ma si ricaveranno soltanto

alcuni valori caratteristici di ¢ e di v, utilizzando il procedimento di La-
grange. Si ricavano prima i diagrammi 7" (z) ed M (z); come ¢ noto, M (z) ¢
il momento di un carico g (z) pari a

- _dm .
q (z) el (26)

nei punti S di discontinuitd della funzione m (z) occorre introdurre una
forza concentrata

- o d §
Fo=m, - mg .

E’ altresi noto che, se F(z) ¢ il taglio dovuto a tali carichi, risulta
T)=T() + m(). (27)

Si prende in esame prima la trave AB, appoggiata in 4 al suolo ed in
B sulla trave BCD. Si ha cosi

m
m(z) = 2 ¢
(z) >
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—y
—
—
—4
—-

-+

A | B c D

—0 _
& " oy D
(T O L '6=§m;
5a -m
= O T T L T LT
T A |

_}mm s

T=T+ m(z)

+ T

-]

Figura 7a
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e percio
R, =_m
A 5
R, =1
B 5

Si studia poi la trave BD, appoggiata al suolo in C e D; essa ¢ soggetta

al carico ¢ = 22 | uniforme; inoltre in D agisce una forza

5

F, =
B3
Si ha
= 15
R ——
¢ 20
R, = 4=
20

Nella fig. 7a sono riportati i diagrammi T (z) e T (z) per le due travi
AB e BD. Nella fig. 7b sono disegnati i diagrammi M (z), suddivisi nei
segmenti di parabola relativi ai tratti AB, BC, CD, e nei diagrammi lineari
che, sommati ai segmenti di parabola, forniscono il momento effettivo in
BC e CD. In AB ¢

_ = (Ra)* _
MABmax_q (80) -
_m @ _ma
5a 2 10
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el
|
“ n|_3
I
| n.“s
|
|
oy
L. 4
8
~ A i
. <
x
- -
= >

Figura 7b
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2
Mo=_Mg_Mm & __ 3 ..
5 S5a 2 10

la freccia della parabola relativa a BC ¢ data da

_ ma
S5a 8 40

b

la freccia della parabola relativa a CD ¢ data a sua volta da

m_ (2a) _ ma
Sa 8 10

Nella fig. 7b sono disegnate le risultanti dei carichi parziali prima
descritti, ¢ cioe

AB EIFf =2 2414 -4 .,
3 10 30
BC ETF¥= 2 . g.ma _ 1,0
3 40 60
ErFr=_1 . 4,.3ma _ _ 3 ,p
T2 10 20
CD ElFf=-L .og.3ma - 3 pp
2 10 10
EIFf= 2 .24.17¢ = 4 .
3 10 30

Le F¥ FY F¥ sono applicate nelle mezzerie di AB, BC, CD, ¢ sono
dirette verso il basso; F¥ ed F7% sono applicate rispettivamente alle distan-

ze —‘31— e —25-‘1- da C, e sono dirette verso I’alto.
Si voglia calcolare il valore di @4 - Si ha, come noto, p, = — Ty =R},
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Seguendo il procedimento di Lagrange, si elimina nella trave ausiliaria
(fig. 7b) Tappoggio A, e si traccia la conseguente deformata; pud cosi
scriversi la condizione di lavoro nullo:

. 4 n 1 n
ElI R¥ +n + —— ma* 4+ — — ma? - L +
4" T35 2 "0 g
+ ----3——rma2 g 3 ma® + I
20 3 0 3
4 2 n _
- —mat =0
30 0 g
da cui
- 43 ma?
4 = R* = _
404 240 EI
Si passi a calcolare il valore di go;, = — Ts* La sconnessione da ef-

fettuare (fig. 7c) sulla trave ausiliaria & quella corrispondente a T
cio¢ un bipendolo immediatamente a sinistra di B; la deformata e la
prima della fig. 7c, e presenta una discontinuita in B, pill precisamente
alla sinistra di B; i tratti relativi ad AB ed a BC sono paralleli. La condi-
zione di lavoro nullo fa scrivere

e S 4 n 1 n
EIT* g +ma (e D1 1
g T (30 2 60 4

3

S
200 3

_._3_-_77__+_‘_1._-ﬂ_>=0
10 3 30 4

da cui

s Sk _ 11 ma?
oy =~ To¥ = ——
B B 240 EI

. . d dye . . : : . .
Per il calcolo di ¢, = — TB* s1 inserisce un bipendolo immediata-
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A B c D
AN AN - AN
L N
| _ N

z |
n
) 2 a
y n 3 3
2
z
y
7
n n
y 3 N
2
D‘-_?D*
- l |
Z
" n
y z 2
3"
*TE——%

Figura 7c
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mente a destra di B; la deformata ¢ la seconda della fig. 7c. Si ha cosi

—E]Tg”‘ n—l—ma(l -n_.._s_-»q__%_-in+_4_.n_>:

60 20 10 3 30 2
da cui
d _  pdx_ 4 ma> _ 64 ma?
Vs 8 15 EI 240 EI
Per il calcolo di ¢, = — TD>l= = — R; la deformata ¢ la terza della
fig. 7c¢. Si ha
EIR* vn + ma? (= =T 4 _4_-_"2_) =0
D 10 3 30 2
da cui
1 ma® _ 8 ma®
= _ R¥* = _ _1 =
D D~ T30 EI 240 El
Per il calcolo di ¢, = — Tg- si elimina la cerniera in C; la deformata

¢ la quarta della fig. 7c. Si ha

. 3 2 4
CEITH o +mat (-2 2 +___._77_)=0
¢ ( 0 3" 30 2
da cui
=—T*=4 ma® _ 32 ma?
e ¢~ 30 Ef 240 EI
Per il calcolo di g, = — T* ld deformata da prendere in considera-

zione ¢ la prima della fig. 7d. S1 ha"

ELTE =20 + ma? (——--

2 1 3 )
= +__-2 =
0 3 """ 7 10 "
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da cui
) 2
oy = — Tif _ 1 ma — 6 n?a
40 FE/J 240 FE/
lA B cl E|l-n D
Z' v ’\LI"
2 21
3" \\\
Y ‘ \\
~ M
TE=—'9E
M;: Vg
| A ¢ D
2
\j pa
A
3 72

Per il calcolo di vy = M;f la deformata da utilizzare & la seconda del-
la fig. 7d. Si ha

I 3 4
EIM* g +mad (vpa_ 3% o
R (60 T 3 ¥
3 4 4
_—— a+-—goa)=0
0 3 797 30
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da cul

_ 27 ma® _ 54 mad
120 FEI 240 El

Problema n. 8.

Nei problemi dal n. 8 al n. 13 si ricavano con il procedimento di
Mohr, su alcuni schemi fondamentali, i dati necessari per potere poi utiliz-
zare, su schemi pit complessi, il procedimento di composizione. Si trat-
ta, in sostanza, di determinare le rotazioni alle estremita di una trave
appoggiata, e rotazione ¢ spostamento all’estremita di una mensola, per
forze e coppie applicate in una generica sezione della trave appoggiata, o
per forze e coppie applicate all’estremitd della mensola. Qualsiasi altra
condizione di carico ¢ riducibile ad una sovrapposizione dei suddetti ca-
si; il carico uniforme su tutta la luce ¢ stato trattato direttamente (prob. 10
e 13). Ci si limita alle travi di prodotto £/ costante, ma il procedimento
¢ banalmente estensibile al caso di £/ variabile.

La fig. 8 mostra una mensola AB soggetta ad una coppia M in corri-
spondenza dell’estremo libero B. Si ha

M((z)y =T
wron = U
q*(z) 7

la trave ausiliaria ¢ una mensola libera in A ed incastrata in B. Risulta:

!

g = — R} :‘EH}T‘ (28)
72

vp =MF = - gil : (29)

Nella fig. 8 sono anche disegnati i diagrammi

M*@z)= v(2)

T* (z) = — ¢ (2)
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[T ]

*
I

BRI

L

Figura 8
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Problema n. 9.

La mensola AB della fig. 9 & caricata da una forza [/ all’estremo li-

d ) ¢ 4
1 T
1 .
A 2 .
z B
vy
—— . _ M
_FL l 1T e
; T
1 i |

4
Fe
“ 3E1
l |
™4 L FQZ

Figurg 9
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bero B; si ha che il carico qg* ¢ lineare, ¢ varia da

M Fl
g* =4 = _
4 El

in A, a zero in B. La risultante di tale carico ¢

e o= _ Fi?
2E1
ed ¢ applicata a z = -3!- da A. Si ha percio
Fi?
= _. R* = i
i B 2E]
o = my= 2.2, O9
5 2EI 3
e quindi
Fi3
v, = 31)
B3I (

Il diagramma v (z) = M* (z) & una parabola cubica; le due tangenti in
corrispondenza di 4 e B si incontrano sulla verticale di F'*, La tangente
in A ¢ orizzontale perché T: = 0.

Il diagramma T%* (z) = — ¢ (z) & una parabola quadratica; la tangente
in corrispondenza di B ¢ orizzontale, perché q; = 0; le due tangenti in

corrispondenza di A4 e B si incontrano sulla verticale di mezzeria di AB.

Problema n. 10.

La mensola AB della fig. 10 ¢ soggetta ad un carico uniforme q; il
carico ¢* ¢ una parabola quadratica, di valore

ql?
2ET

q; = -
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in 4, e nullo in B; la tangente in B ¢ orizzontale, ¢ le due tangenti in
corrispondenza di A e B si incontrano sulla verticale di mezzeria di AB.
Il diagramma ¢* (z) si pud scomporre in un diagramma triangolare ed uno

| & L
}

[
[T

Figura 10

parabolico; il primo ¢ ad ordinate negative, pari a q: in 4 e nullo in B;
il secondo & ad ordinate positive, nulle in A e B, simmetrico rispetto alla
mezzeria di AB, di valore massimo

ql?
8 L]

Le risultanti dei due insiemi di carichi distribuiti g* (z) sono rispet-
tivamente
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F*= _4qI°>
12E1
E’ quindi
pp = — Ry =F} + F¥

da cui

I 6qé‘31 ’ -G
ed ancora

vy = MY =_§2_F;'=1__;__F;-1
da cui
by = qul; . (33)

Problema n. 11,

La trave appoggiata AB della fig. 11 sorregge una forza F all’ascissa

Zp = al
si pone
l -z, =81
Le due reazioni sono
R, = - BF
Rg = —aF

ed il momento sotto F & fornito da

M, =a«BFI:
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By

—— ————

ak
;
BF
n
F¢
Et

B

—— JT

A
VAN
b
v
F::
AN

Figura 11
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il diagrainma ¢* si presenta quindi con. nella fig. 11; le risultanti dei
due carichi triangolari sono

_o?B FI?
F¥ = —
2 Kl
af? FI?
F* = —_—
2 2 El
applicate alle ascisse
z, = 2 i
3

2y

(a+.§_)1.

L’equilibrio alla rotazione intorno ad A4 si traduce nella relazione

2 2 2 2
_Rep_ %8 FIF 2 L, _ B F_’-(a+§_)1=0
B 2  EI 3 2 EI

da cui si ottiene

re o _ FI* aB Q0% + 3ap+ )
8~ T EI 6

Analogamente I’equilibrio alla rotazione intorno a B permette di
scrivere

2 2 2 2
vy L 2B Fl +_qz_)+a5 FI* 2 4/
Ralt = EI(B 3 A Ty i

da cui

ow o EP «B (2F* + 3aB + o)
A T EI 6
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Poiche ¢é
=1 — B
si ha

af (28 + 3af +a?) = (1 -B)B(1+p) =41 —)

e quindi

pe - _ FI2 g1 B
4 ET 6

Analogamente si ha

R* = _ FI* a(l —a?)
B EI 6
E’ percio
B (1 —-p*) FI?
= R¥* = _
Y4~ T4 6 El
(34)
a(l —a?) FI?
- __ R* =
g B 6 El

L’abbassamento v, sotto F' ¢ pari ad M £ per ricavarlo si ricorre al

procedimento di Lagrange. Si inserisce sotto F una cerniera (fig. 11), e
si costruisce la deformata. La condizione di lavoro nullo permette di scri-
vere

@ +f +F*’-§—-‘O+F§'%TI=O

of !

. N
_M;T

da cui si trae

212 3
v, = M* =B FI0 35
F F 3 EJ (35)
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]

Dalle (34) e (35) si ha, pera =8 = = ¢ cio¢ per torza applicuta

1IN mezzeria,

o

¥a B 161
PP

s 6 L]

FI3 8 1R

(36)

’v = —_
V2 48 1] 384 Lf

Problema n. 12.

La trave appoggiata AB della fig. 12 € soggetta ad una coppia M al-
’ascissa

Zm = al )
si pone
[z, =B
Le due reazioni sono
m
l
m
RB = 1 :

il diagramma M (z) ¢ costituito da due rette parallele, una valevole nell’in-
tervallo [0, z,, [, con ordinata nulla in z = 0, laltra valevole nell’intervallo
! z,,, l], con ordinata nulla in z =/ In z =z,, il momento ¢ pari ad o1
a sinistra, a — B 1 a destra. Il diagramma ¢* si presenta quindi come nella
fig. 12; le risultanti dei due carichi triangolari sono

o ]
F;"= _—
2 EJ
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2
pr=_E_L
2 EI
applicate alle ascisse
2
= “_ al
z, 3
1 ¥ .
I 1
| 1 )

A=—lrl'—— ‘ Rn=&
Q ¢
A o 4
=E®
| .
NUIMM an
ri=g o




Le deformate delle travi 69

Z, = (a + &) l.
3
L’equilibrio alla rotazione intorno ad A si traduce nella relazione

~ R} _a_zml_-l_a1+ﬁ_"ll_(a+f_)1:o
2 EI 3 2 EI 3

da cui si ottiene

pr =M —20 +30a+p
5 EJ 6

Analogamente, I’equilibrio alla rotazione intorno a B permette di scri-
vere : '

R*l+gi;nl_l(5+£‘_)1_ﬁﬂ]!;-2_31:0
A 2 EI

2 El 3 3
da cui
R#* = _MI — 28 + 30?8 + o
A El 6
Poiche ¢
a=1-0
si ha
— 20 +3a?0+ & =1 -3p2
e quindi

Analogamente si ha
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_Mi 1 -3¢
Ry =1

El 6
L’ percio
3pr 1 m
= R¥* =
YA A 6 £l
(37)
_ 3o2 -1 Y
vp = RJ =
? B 6 £l

Dalle (37), per « = 0 ¢ § = 1 (coppia M applicata in A) si ha

_ W
A 3 K]
(38)
_ { )
Yp = = —
b 6 Ll
perw =1 ¢ =0 (coppia T applicata in B)
vy = i
& 6 L1
(39)
— - ml .
‘p - — 3
4 3Ll
per a = —21- e p= ;— (coppia T applicata in mezzeria)
_ M. .
Yy TPp T — —. (40)
A T8 24 £

Problema n. 13.

La trave appoggiata della fig. 13 ¢ soggetta ad un carico ¢ uniforme-
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mente distribuito su tutta la luce. Il momento M (z) ¢ una parabola quadra-
tica, con ordinate nulle sotto 4 e B, simmetrica rispetto alla mezzeria, di

Figura 13

2
ordinata massima q . quindi il carico g* si presenta come nella fig. 13.
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Esso ¢ scomponibile in due diagrammi parabolici e due triangolari; le ri-
spettive risultanti, limitandosi alla parte sinistra rispetto alla mezzeria,
sono

o= 48
' 96E]
F* = ql’
> 32E]
Risulta
ql?
= R¥ =
Y A 24 K]
(41)
_ _ ql3
0p = — R¥ = :
& B 24 EJf

Per ottenere I’abbassamento in mezzeria si usa il procedimento di
Lagrange, inserendo in mezzeria una cerniera; si ha cosi (fig. 13)

3
M . 4n + 2 q! N/ T ql -_2_1;)20
2. 96 EI 2 32E] 3

da cui

5 qlt

2~ "in T 3ga BT (42)

Problema n. 14.

Si studia la trave Gerber della fig. 14; nella stessa figura & disegnato

il diagramma g¥* = M . Si vuole la rotazione relativa tra le due facce
EI

unite dalla cerniera C.
La trave ausiliaria si ottiene sostituendo 'appoggio in B con una cer-
niera, la cerniera in C con un appoggio. Poiché &
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SOC R JZ‘S*
_ d*
Yo =~ TC
€ pure
Ao =8 o5 = 7o dx

Poich¢ dalla relazione di equilibrio alla traslazione verticale del tronco
sull’appoggio C si ha

* S % dx
RC—TC +TC =0,

da cui
— S¥k dx
Rg = TC - T,
€ pure
Ay =Rg . (43)

Occorre percid nella trave ausiliaria sopprimere il vincolo in C, e scri-
~vere la relazione di Lagrange. Si ha cosi, chiamando F¥ F¥ I3 le risultanti
dei carichi ¢* relative ai tratti AB, BC e CD,

Fa?

F*=_
4 F1
Fe = _ Fa?
2 4ET
Y O

F;‘ =

8K

le ascisse di queste risultanti sono

z, =—§—a
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=lev

Figura 14
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o

Zs 2a+g—.

D’equazione di Lagrange & (fig. 14)

2 t2 c a2
Rg‘-n—-_Faﬂ '2_7?_.,.1:61 -_5__7?+PG -E__:O
2 4El 3 4E1 6 8EI 4
da cui
33 Fqg?
A = R* = = _ (44)
e C 48 EJ

Allo stesso risultato pud giungersi con il metodo di composizione.
La trave della fig. 14 ¢ composta di una trave AC appoggiata in'4 ¢ B
al suolo, e di una trave CD appoggiata in C sulla trave AC, e in D al suolo.

Le reazioni in C e D sulla trave CD sono pari a — -g—- ; quindi la trave ABC

¢ soggetta in C alla forza £ . La rotazione della sezione B pud ottenersi

in questa maniera: si trasporta £ in B, accompagnandola con la coppia di
2

trasporto — [—;— ; ¢i0 non altera le deformazioni della parte AB, poiché

non ne altera i momenti. Quindi & (39)

2 3E] 6EI

Gli spostamenti di BC sono quelli di una mensola BC incastrata in

+

B e soggetta ad una rotazione anelastica ¢p in B, e ad una forza ? in

C. La rotazione provoca gli spostamenti rigidi forniti dalla retta BC’', e
4

quindi uno spostamento v fornito da

Z)’:wgpa'—‘Fas .
¢ B 6 EIl
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la forza —1;— provoca gli spostamenti elastici ben noti, forniti dal diagramma

BC'C", e quindi uno spostamento v, dato da (31)

n___F a3 _Fa3

v - .
¢ 2 3K/ 6 El

In totale €&

! o .
vc~vc+vc— ,

si osservi che v'C = v'é.
La rotazione della sezione immediatamente a sinistra di C ¢ somma

di quella connessa al diagramma di spostamenti rigidi BCC’, e di quella
connessa al diagramma di spostamenti elastici BC'C""; & percid

b

g Fa?
Yo ¥ T T GE]
ed ancora (30)
sos”___ _ _]l L - _ Fa?
¢ 2 2EI 4EI’
e quindi
(ps :_5_ F02
¢ 12 EI

Si passi adesso alla trave CD. I suoi spostamenti sono quelli relati-
vi al cedimento v, di C, che si leggono sulla retta C''D, e quelli ben noti
provocati da una forza F agente in mezzeria. Quindi & (36)
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A = Ve _ Fa?

C a 3E]
d" Fa?

o, = -

¢ 16 El
A = 13 Fa?
C 48 EI

Si ha cosi
' d Fa? 13 5
Ap. =p, — ¢, = ( + )
¢ ¥c Y% " (T2
e cioe
_ 33 Fa*
Yc T 48 EI

in accordo con la (44).
II metodo di composizione permette di disegnare con buona appros-

simazione una deformata, poiché fornisce i valori degli abbassamenti e
delle inclinazioni in corrispondenza di ogni vincolo. Nel caso in esame,
disegnata la tangente BC' in B, si ottiene C'' raddoppiando CC' Poiché &

si ottiene (in modulo)

oo _Fa® 12 EI _ 4

¢ = —a .

oS 3EI S Fa&* S

HC =

La tangente a sinistra in C" si ha congiungendo H con C".
Analogamente €



78 Capitolo primo

da cui
Ve Fa® 48 EI 16
CK=— = T T = ag
¢ 3EI 13 Fa* 13

la tangente a destra in C'' si ottiene congiungendo K con C".

Problema n. 15.

Si studia la trave Gerber della fig. 15; il diagramma M (z), e quindi

quello g¢* (z), ¢ di immediata costruzione. Si vuole ’'abbassamento v
dell’estremo E.

Risulta

Fa?

FT =F*=
2F]
Fa?
2FET

alle ascisse
_ 2
Zl - —3"- d

1
Z, ma + —a
2 3

23=2a+—‘§—a

Z4=3a+;—a.

La trave ausiliaria si ottiene sostituendo in B e D I'appoggio con una

cerniera, in C la cerniera con un appoggio, ed incastrando la sezione E.
Poiché ¢

= M*
Vg ME,
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“il. 4

L)E

Figura 15
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si sopprime il vincolo alla rotazione¢ baricentrica in £ e si determina la
conseguente deformata; I’equazione di Lagrange ¢

3 g Fa?
M*f-_____4- . =
E° 7 % 2El
da cui
4 fad
v, =M¥* =
E E 3k

Seguendo il metodo di composizione, si deve considerare la trave
AC appoggiata in A e B al suolo, ¢ la trave CE appoggiata in C sulla trave
AC, in D al suolo. Si ha (39)

_ Fa?
= fa 2 = .
g 3K 3E]

Per la rotazione di B I'estremita della mensola BC si sposta di

Fa?

L =CC" = -
3E]

e

per fatto elastico, I’estremita della mensola BC soggetta in C alla forza
— F trasmessa dalla trave CE ¢ (31)

o3
U'C',:C'C”:—IC{ ’
RY
¢ quindi
2 Fa?
Vo = = =
¢ 3 El

Per effetto dello spostamento e, il punto £ della trave CE si sposta di

o = EE =2 Fa’,
. 3

El "’
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per effetto della deformazione della parte CD la sczione D ruota ulterior-
mente (39) di

. Pﬂa . a = _ Faz
3E] 3El°

¢ quindi lestremo E si sposta ulteriormente di

3
’U’f :Erb~fr — Fa
E 3E]

3

per effetto della deformazione della parte DE si ha poi (31)

-3
'U’f':E”E”’ — [a )
E 3E]

Quindi pud scriversi

Problema n. 16.

La trave Gerber della fig. 16, su tre luci, & soggetta sulla terza campa-
ta ad un carico g uniforme. La trave CD trasmette alla AC una forza

pari a %ﬂ_ in C; quindi in B &

M~ =

d qa*
B T 5

Poiche il diagramma M (z) in AC & costituito da due rette parallele

passanti per 4 ¢ C (T ¢ costante in tutta la trave, e pari a %ﬁ-) ¢ pure

M5 qa
B b '

II diagramma ¢* si presenta percid come nella fig. 16.
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Figura 16
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Si vuole lo spostamento del punto C. La trave ausiliaria si ha sosti-
tuendo il bipendolo esterno in B con un bipendolo interno, la cerniera in ¢

con un appoggio. Le risultanti dei carichi ¢* nei tre tratti AB, BC ¢ CD
sOno

Fr= 44
1 4 ET
3
Fr=_ 49
2 4 ET
* — qa’
3 12E1"
alle ascisse
2
zy = =a
!
|
Zn = ad + — a
z 3
1

za=2a+—2—a.

Si inserisce in C una cerniera;, si determina la deformata e si scrive
I’equazione di Lagrange

3

M*-_z_'”__z- 94" p =0

¢ a 4E]
da cui

4

ik

N

¢ 3

Ve

ol

Si operi adesso con il procedimento di composizione. Lo spostamen-
to di B ¢ uguale e contrario a quello dell’estremo A della mensola AB in-

castrata in B e soggetta alla forza — 49 in A:



84 Capitolo primo

_qa a _ qga*

Vg = ;
2 3E] 6E]

lo spostamento di C rispetto a B & quello dell’estremo C di una mensola

BC incastrata in B e soggetta alla forza 44 i ¢

_ qa

v = )

B GEI

Quindi

4

_ 4q4a

v Vp + ® =

C B BC 3 L]

Problema n. 17.

Nella trave Gerber della fig. 17 si desidera ottenere lo spostamento
~olativo Av,. tra le due facce unite dal bipendolo C. Poiché ¢

Av,. =% — ¢ =M% _ M = AM*
C C C C C C

— s % d ¥
TTLZ," =M. - M.

si puo scrivere

Av, = — MY, (45)

dove TTLE’; ¢ la coppia svolta dal bipendolo C sulla trave ausiliaria. Occorre
percio in quest’ultima sopprimere il bipendolo C, e scrivere, sulla defor-
mata che ne consegue, ’equazione di Lagrange.

Il carico g* si ottiene considerando che nella trave reale il vincolo
C trasmette da AC a CD una coppia pari a



Le deformate delle travi 85

PA
la trave AC ¢ soggetta in C ad una coppia cga , € quindi M ¢ pari al va-

2

lore -qzi su tutto BC, e varia linearmente da tale valore in B al valore

nullo in A. La tangente al diagramma M in C ¢ unica, poiché in C non agi-

scono forze esterne quindi il diagramma parabolico in €D ¢ determinato.
Il carico g* su AC ¢ stato sostituito dalle due risultanti b* ed F*

relative alle parti AB e BC, mentre il carico g¢* su CD ¢ stato sostltulto

dalle due risultanti F* ed F* del carico triangolare CKD, e del carico

3
parabolico residuo. Si ha c051

Fr =4
1 4 E1
3
Fr=12
2FE1
3
Fy =42
4 Fl
F* = 94
12 £
alle ascisse
_ 2
zZ, = <-a
Y3
a
= + —
Z, a >

23220’*‘—;—-

Z, = 2a+ % |

L’equazione di Lagrange &
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Figura 17
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3 3
* qga 4 qa 3
» w + . R a + L ] — a‘p +
TfLC 4 F] 3 4 2F] 2

4 Fl 3 12 K1 2
da cui
31 gd*
*—-————
TI’LC 24 ET
_ 31 ga*
C 24 EJ

Si segua adesso il procedimento di composizione. Si ha

_qa* a _ gqd’
Y6 T3 3EI GEI
3 4
5 = _ qa 4 = _ qa
c 6 L] 6 EI
S L - _ 4%
¢ 2 2FI 4 EJ
s - g4 | qa’ a _ 2 qa®
Yc =
6 £ 2 El 3 EI

Per ottenere v‘é si osservi che la deformata in CD ¢, riferita alla C"'D",
somma di quella dovuta alla rotazione gocé, =Y in C (diagramma triangola-

re C"D"D"), e di quella di una mensola CD incastrata in C, e soggetta
al carico g distribuito ed alla forza — qa in D. E’ perciod

ot 2
DD = — —
3
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- qa =

'p = 49 @ __5 44
8E] 3E] 24 EI

In definitiva €

! H 5 a4
vsc = v, + v, =2 %
12 EI

d (2+5)qa4:21 ga*

v ={ — -

¢ 3 24 / EI 24 EI
_ . d s _ 31 ga*

AUC_UC~vC_TE7-’

Problema n. 18.

La mensola della fig. 18 ¢ sottoposta ad una variazione termica alla
Navier pari a Af; €

_ aAr
H A
(46)
* = alt
4 p

La u & costante lungo z; la trave ausiliaria ¢ la mensola libera in A4
ed incastrata in B. Si ha

— _ oAt
Yp *——R;‘— p a
(47)
v, = M*=—‘—°‘A—ta2
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La deformata ¢ il diagramma del momento M* (z) gencrato da g*
sulla trave ausiliaria, e cioé una parabola quadratica; le due tangenti estre-
me si incontrano sulla verticale di mezzeria.

|

| _

* . «Ata .
F'=—F R’ aAta

Figura 18

Problema n. 19.

Anche la trave della fig. 19, appoggiata in 4 ¢ B, ¢ sottoposta ad

una variazione termica alla Navier pari a Af, con u costante lungo z. Ri-
sulta

aAl

= R* =_ a
¥4 A Y
At

vp = Ry = a
v, = M* :ag}—az
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La deformata ¢ una parabola quadratica.

y d
1 1
+ A Ih
z B
A e —H
At
\
., aAt

(O TR I A @=—w—

A
{ |

& ' 2
|

|

Problema n. 20.

Figura 19

La trave Gerber della fig. 20 sopporta una variazione termica alla

Navier Af = — 30°; h & costante. Si ha percio
30
q* = - :
h

La trave ausiliuria si ha sostituendo la cerniera in C con un appoggio,
Pappoggio in B con una cerniera. La deformata v = M* & costituita da due
archi di parabola quadratica, uno valido in AC, I’altro in CD. Si ha

30a a
— T* = T% = -
A B h 2
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T
T

i,
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T
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Figura 20



92 Capitolo primo

e, all’ascissa z = a? ,

* =
Ta/2 0
M* = _ 30« 22_ )
a/2 ho 8

Si ha poi

=
*
I
W
o
2

rx-30aa £
¢ h 2 h h 2

Dall’equazione di equilibrio alla rotazione intorno a D si ha

q*%—-- 2a + 2q%aca + REa=0

da cui
Rg=—3q*a—3 30a
E’ percid
dy Sy _ 30« 300 3  _ 30«
TC* —RZ,*+TC*——3 a+———-2—a——- -

E’ poi anche

+ 2q*%a — 3gq*a =0

q*a
R + 5

da cui
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Dai suddetti valori ¢ immediato tracciare i diagrammi di M* (z) e |
T* (z), pari a v (z) e — ¢ (2).



