CAPITOLO XI (¥)
INSTABILITA’ DELLE LASTRE CILINDRICHE

1. Generalita. Equazioni di equilibrio in regime di membrana.

Se la superficie media della lastra, invece di essere piana come nei
casi trattati nel Cap. X, e cilindrica, si & in presenza di una struttura sot-
tile a superficie media cilindrica (gia incontrata nel Cap. IX) ovvero,
piu brevemente, di una lastra cilindrica (fig. 11-1).

Fic. 11-1

Lo spessore h va in tal caso misurato, punto per punto, ortogonal-
mente alla superficie media.

Conviene riferire la superficie media a un sistema di coordinate cilin-
driche (x, @), in cui x & misurata parallelamente alle generatrici (fig. 11-1).
In genere, il raggio di curvatura della direttrice & funzione dell’anoma-
lia @, ma in questo capitolo si trattera solo il caso

R = cost 3 h —=cost (1)

ciog, ci si limita a lastre cilindriche sottili la cui direttrice & una circon-
ferenza o un arco di circonferenza, e il cui spessore & costante.

In ciascun punto della superficie media si definisce una terna triorto-
gonale destrorsa x, ¢, n, in cui ’asse x & parallelo alle generatrici, 1’asse t
tangente alla superficie, I'asse n normale alla superficie e diretto verso la
convessitd (fig. 11-2a). Gli spostamenti secondo i tre assi suddetti ver-
ranno indicati con u, v, w rispettivamente (fig. 11-2 c).

Si definisce regime (statico) di membrana quello in cui le azioni

(*) Redatto dal Prof. Ing. Giuliano Augusti.
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trasmesse ad un generico elemento della lastra dagli elementi adiacenti
giacciono tutte nel piano tangente all’elemento stesso. Un elemento in
tale regime & rappresentato in fig. 11-2b: gli sforzi normali N, ed N; e
gli sforzi di taglio N, ed N,,, indicati in figura con i loro versi positivi,
sono definiti come forze per unita di lunghezza, hanno dimensioni [F {7]
e vanno moltiplicati per il lato dell’elemento su cui agiscono.

—

Fic. 11-2

L’equazione di equilibrio alla rotazione intorno ad n fornisce
Nix= Ny, (2)

analoga alle (2-9) del Vol. I. L’equilibrio alla traslazione secondo n for-

Fi1c. 11-3

nisce N, (fig. 11-3):
N;=p. R 3)
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in cui p, € la componente secondo n della pressione direttamente appli-
cata sull’elemento. _

Gli equilibri alla traslazione secondo x e secondo t forniscono rispet-
tivamente

aNx 1 aNxt —I—
ox E oo Px=
(4)
N, 1 38N
—+— —+p.=0
ox R 3a

in cui p, e p, sono le corrispondenti componenti della pressione agente
sull’elemento.

2. Espressione delle componenti di deformazione e delle variazioni di curvatura
in funzione degli spostamenti.

I termini del primo e del secondo ordine delle componenti di defor-
mazione della superficie media della lastra, gid ricavati al Cap. IX, § 3,
si scrivono, nelle coordinate definite in fig. 11-1:

e8] ou
gy ———
ax
= (w+20)
(1)
== \WT+— (%)
. R T da
a ov 1 3u
T = 5). R 3a
1 3w \? av \?
SEEVNES)
2 X X
= () + () —2v v |
(2)
= || — — 2V vi| - (6)
St 2R? Ba + B 3a T
@ 1 (SV du SU) 1 (aw ow aw) v aw
X = W _— —— V —— ——
"R \sa da da R \ sz 6% 8% X BX

La curvatura y, di una generatrice &, limitandosi al termine del primo
ordine,

2
w
X = (7)

ox*
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La variazione di curvatura Y, di una direttrice, gia ricavata al Cap. IX,
si scrive con i simboli ora usati (¥):

_ 1 &*w w

¢ = . 7#
X R a0 + 7 ")

Bisogna infine definire un parametro per misurare la deformazione
torsionale della superficie media della lastra. Si indichi pertanto con

1
> Xxt dX la rotazione relativa intorno ad x dei lati x=cost dell’elemento

Rda dx, assunta positiva se, procedendo lungo x, la rotazione avviene nel
1
verso t — n; analogamente si indichi con 5 X Rda la rotazione relativa

intorno a t dei lati @ = cost, assunta positiva se, procedendo lungo t, av-
viene nel verso x — m.

N dx
bﬁ'
-
w
f”“ ‘‘‘‘‘‘‘
t 3
yn
X
W -
+8__ de
oa — Xu Rda
2
w+—da+—
da

=w+i‘f—dx+—a— (W+£dx)
ax oo ox

Fic. 11-4

Dalla fig. 11-4a si ha, trascurando infinitesimi di ordine superiore:

1 1
— xwdx = ° (aw dx) do.
2 Rda 3ax oxX
(a)
1 1
— Y Rda= ° (3“’ dac) dx
2 dx 38x oa

(*) Si ricordi che, avendo diretto 'asse delle n verso la convessitd della di-
rettrice, la curvatura iniziale vale — 1/R.
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da cui
(1) _ (1) 2 83W

Xxt = Xx = 3

— . 7.”;
=R 300 (1)

3. Relazioni tra componenti di sollecitazione e componenti di deformazione.

La sottigliezza della lastra permette di trascurare le componenti spe-
ciali di tensione parallele alla normale. Pertanto, le formule di Navier
porgono, in tutto lo spessore della lastra, con ovvia simbologia:

_ 1 ( Ux)

== (g, — = b
& E g m (b)
- 1
Yxtza Txt

in cui si & usato il soprasegno per distinguere queste componenti di
deformazione da quelle della superficie media, gia incontrate al § 2.
Dalle (b), con semplici passaggi.

1 m
1 —
m2
E g
g =————— |\ +— (c)
1 m
1 —
m2
TxL:GYxt'

Nella teoria delle lastre sottili si fa I'ipotesi fondamentale (analoga al
principio di conservazione delle sezioni piane nella tecoria delle travi)
che i segmenti rettilinei inizialmente normali alla superficie media si man-
tengano rettilinei e ortogonali alla superficie deformata. Da cio discende

Ex =& — XxN

¢ —/E&; — an (d)

'ijxt =Yzt — th n
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dove n & la distanza dalla superficie media, e le ¥ sono le variazioni di
curvatura gia incontrate. Il secondo addendo della terza (d) appare chia-
ro dalla fig. 11-4 b. Sull’elemento di lastra agiscano gli sforzi N,, N,, N,,

gia definiti:
h/2
N, = .r o, dn

- h/2

' h/2
N, = .r g,dn (e)

- hrz

h/2
Nxt — Ntx — r Txt dn

- h/2

e inoltre momenti flettenti (M,, M,) e torcenti (M,,, M,), anch’essi ri-

X X
'..I ll
- / o, Rt b
Mt> 0'_: il/ M >o /,.-‘_- M:t<0
t/ /- * t Tix e
% M,>0
Fic. 11-5

feriti all’'unitd di lunghezza e definiti da (fig. 11-5):

h/2
M, = 'r o, ndn
- h/2

h/2
M, =r g,ndn ()
- h/2
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Si noti che nelle espressioni di N, N_,, M, M, le tensioni dovrebbero es-
sere moltiplicate per (1 + n/R). Infatti, data la curvatura della lastra nel piano

(1+2) ne
R
F1c. 11-6

n-t, le facce x = cost dell’elemento sono trapezie (fig. 11-6). L’ipotesi iniziale (11-1)
permette pero di trascurare n/R nei confronti dell’unita.

Introducendo le (c) e (d) nelle (e) ed (f) e ricordando che

— . (8)
2 (1+)
m
si ha
N, :12D (ex+&)
h? m
N, :12D (et—#i
h?® m
Ny = Ny = 6D (1 — i Yxt
h* m
N (8)
M,=—D (xx‘f-“r;l“)
Xx
M, =—D (Xt +E)
M,=— M,= -I—)— (1 — l) X
xt — tx = 9 ) K=
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in cui, come nel Cap. X,

D— - . (9)

4. Equazioni dell’'equilibrio variato.

Supponendo che nella configurazione principale il regime statico sia
di membrana, nella configurazione variata I’elemento di lastra é soggetto

a sforzi N, + N,, N,+N,, N, +N,, ed a momenti M,, M,, M,,, aven-
do indicato con il soprasegno gli sforzi nella configurazione principale,
che soddisfano le (3) (4), e senza soprasegno gli sforzi e i momenti che
sorgono nella variazione, forniti dalle (8).

L’equazione di equilibrio alla traslazione secondo n si ottiene in ma-
niera analoga a quella delle lastre piane (Cap. X, § 3), tenendo conto

anche del termine dovuto alla curvatura della direttrice — (N, + N,) dx d«
(fig. 11-3). Si ha quindi, trascurando infinitesimi di ordine superiore e ri-
cordando la (3):

#M, 2 #M, 1 &M, _ &w
— -+ + Ny ——+
ax? R ax ao; R?* 3u? ax?
(h)
2 _ *w N_t o*w N,
— N, —_—— =0 .
TR taxaa+R2 o’ R
Introducendo le (8), la (h) si scrive
) (o) T ()
o[2 ) (- (o
ax? X+m +R m ax6a+ R?* 3o’ Xt+m T
(10)
12D( sx) _w 2 _ w N, &w
. —}=N,—+— N,
Thr &t o TR M oxon | R a2

la quale; con l'introduzione delle (5) e (7), fornisce la prima equazione
dell’equilibrio variato.

In maniera del tutto analoga al caso delle lastre piane si ottengono
le equazioni di equilibrio alla traslazione secondo x e t, tenendo conto,
in quest’ultima, del termine

1 &M,

T,dxda= R (1)

o
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dovuto alle forze di taglio agenti secondo n sulle facce a =—cost dell’ele-
mento (fig. 11-7).

T,
M,-f—a:': da( — ‘)M

t T,
Fic. 11-7

Siccome le N soddisfano le (4), I'equilibrio alla traslazione secondo x
e t fornisce rispettivamente (*)

N, 1 38N, 0
5):4 R &Ga o

(11)
8N,, 1 8N, 1 3M, 0

ox R 3a R* 2o

Le (11), con l'introduzione delle (8) e quindi delle (5) e (7), forni-
scono le altre due equazioni dell’equilibrio variato. Si ha cosi un sistema
di tre equazioni differenziali, ciascuna contenente le tre funzioni inco-
gnite uvw, i cui autovalori forniscono i moltiplicatori critici del carico
applicato, che compare nella (10) attraverso gli sforzi di membrana nella
configurazione principale.

La ricerca degli autovalori di un sistema di equazioni differenziali
é pero estremamente difficile, e si preferisce quindi separare, sia pure in
maniera approssimata, le tre variabili. A tal fine basta trascurare il terzo
addendo nella seconda delle (11) e il secondo addendo nella (7”).

(*) Se la p si mantiene di direzione fissa, le (11) si scrivono con riferimento
agli assi t ed x definiti sulla superficie indeformata. Se invece la direzione di p
varia con la deformazione, restando fissa rispetto al piano tangente, le (11) si
scrivono con riferimento ad assi t ed x in questo piano.

%k Francrosy - Scienza delle costruzioni - Vol. V 25
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Si pud cosi introdurre una funzione ausiliaria ®(x, «) la quale sod-
disfi automaticamente le (11): basta infatti porre

3*®
ox? -
1 50
_1 N, (12)
R 8x3a
1 &0 .
R Ba?
Dalle (5) si ha facilmente
1 325;11 N 825:-.1) 1 ?Y;? 1 3*w @
R* 3a’ 5x? R 8x3a R ax?

che & una delle condizioni di congruenza interna (Vol. I, Cap. I, § 15),
scritta in coordinate cilindriche. Introducendo le (12) e le inverse delle (8),

analoghe alle (b),
1 ( N, )
gx =—— | Ny — —
Eh m

L (N il ) (m)
— — m
““En \ ' m
2 1
Txt — H 14 —) N,
la (f) diventa
Eh 7*w
A, O ——— (13)

avendo indicato con A, l'operatore doppio di Laplace. In coordinate ci-
lindriche:

az l 82
A, =
sx2 R2 8’“2
| (n)
a* 2 a* 1 &
A=A A=

ax* T R? 5x%x%5a? T R* Ba*
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Trascurando, come si & detto, il secondo addendo della (7"), e tenendo
presenti le (12) ed (n), la (10) si scrive

DA +1 3*® I~‘I62W+2ﬁ azijﬁt *w )
4 W - - x : — Ny . o
R 3x? ax* 'R sxsa = R® sa?

Applicando T'operatore A,, la (o) diventa

DA.A +1 zAtI) A(ﬁ82W+ZN— *w N, azw)()
4 A4 W gy 4 = x ANy
R ax? ‘ ax? R t 80X Ba. R?Z 3Ja? P
e ricordando la (13)
3'w _ 3w 2 _ 3w N, &#w
DA A, w+ = A (Nx————i——Nxt +— ).(14)
R®* ax* ax2 R oX o R?* 3a?

La (14) & l'equazione fondamentale approssimata dell’equilibrio va-
riato, nella sola funzione incognita w. Ad essa viene di solito associato il
nome del Donnell, che per primo la derivo nel 1933.

Si nota esplicitamente che, a causa delle approssimazioni sulla cui
base & stata ottenuta, la (14) da risultati attendibili solo se la deformata
di instabilitd presenta un notevole numero di onde lungo le direttrici:
cio sara meglio chiarito negli esempi.

5. Energia di deformazione e lavore del secondo ordine.

L’energia di deformazione W connessa con il passaggio dalla configu-
razione principale alla configurazione variata & uguale alla somma dei
sei contributi corrispondenti alle sei caratteristiche (8), i quali non danno
termini di scambio. Conviene separare tali contributi in due gruppi, e
scrivere

W—W.+W, | (15)

facendo comparire in W, i contributi degli N, cioé I’energia connessa con
la deformazione degli elementi di superficie nel loro piano, e in W, i con-
tributi degli M, cioe delle . Spesso questi due termini vengono indicati,
seppure impropriamente, come energia di deformazione estensionale e
flessionale rispettivamente.

Indicando con Q l'area della superficie media della lastra, le prime
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tre (8) forniscono immediatamente:

1
W‘:-—z- '”. (Nyeg + Nyg, + Ny vx) Rdxda=
4]

6D [ Ex Et 1
=221 R L
h? a m m

Sostituendo le espressioni (5), la (q) fornisce l’energia di deforma-
zione estensionale corrispondente a una data terna di funzioni sposta-
mento uvw.

Operando nell’ambito dell’approssimazione gia introdotta al § 5, con-
viene utilizzare le (m) e le (12). Si ottiene cosi la W, in funzione del solo
spostamento w, attraverso la funzione @:

(9)

T; ] Rdxd« .

1 (T N, N, 1 1
W,—— N2+ N2 — 2 +2(14+—) N2?| Rdxda=
8 m m

— 2 ([ [ v w42 (1 +i) (N — N,N) |Rdxda—  (16)
L m .

L. 2 1 50 ')2_ ) a*cp]
2Ehj‘J‘ {(A Oy + (1+ )[(axaa ax% dal }Rdxda

Per la determinazione dell’energia di deformazione flessionale W,,
si noti che il momento M,, Rde compie lavoro (positivo) per l’angolo

1
D) Xx dx, e il momento M, dx=-— M,,dx compie lavoro per l’angolo

1
ey Xxt Bda (figg. 11-4 e 11-5). Analogamente, i momenti flettenti

M, R da ed M,dx compiono lavoro (positivo) per le corrispondenti rota-
zioni relative — y,dx e — ;R da. Tenendo presenti la quarta, quinta e
sesta delle (8), si ha:

1
Wx=“2" (_ MxXx_MtXt+Mxtth) RdXdOC:

¢ &0

D (T Xx X 1 1 |
:hé- xx—}—xf—}—2 —|——(1—-—) th Rdxda=

2 I Lo ( ) (5 — )] masa
- | e+ X" T2 \1 — —) 7= — XxX/] Rdxda
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la quale, introducendo le (7) e trascurando il secondo addendo della (77),
diventa immediatamente

wo— [ {ewr 2 () [(F) -5 5]} mases.ao
o w S — —_ xdo, .
AN B S R? m 3% et 8x? Bal *

I1 lavoro del secondo ordine compiuto dagli sforzi principali N & dato da

o= ] e+ Ne? + Nl Ratxaa
[}

Prendendo in considerazione solo deformate con u=v=0 e w in-
finitesimo del primo ordine, le componenti del secondo ordine della de-
formazione hanno le espressioni:

1 aw \?

g =— (——) (18)
2R? \ B
> 1 aw ow
7R &x o
e quindi:
L% 1 ” [ﬁ(aw)er N, (BW)2+2 N oW aW]Rd de . (19)
g ¥ = — | — —_ X do .
2 o ox Rz aa R 38x 8a

Per deformate del tipo sopra definito, il lavoro del secondo ordine L, € nullo.
Se perd durante la variazione di configurazione resta costante il valore della
pressione p riferita all’'unitd di superficie, e quindi pud variare la forza p Rdxda
agente su ciascun elemento (come p. es. nel caso di carichi idrostatici), bisogna
considerare anche il lavoro L, gid incontrato nel Cap. IX, § 4. Dalla (9-6), per
la deformata che si sta considerando e con i simboli del presente capitolo, si

ricava
1 1 N,
L,,=— p, w'dxda = — — w2dxdax . (r)
2 JJ, 2 . R

D’altra parte, il procedimento energetico non pud dare risultati prossimi al vero,

se la deformata assunta esalta eccessivamente una delle energie in gioco.
Dalla seconda delle (5) si nota che, affinché la W_ non sia eccessiva, la w

dev’essere (in valore assoluto) dello stesso ordine di grandezza di 3v/3a. Per
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poter quindi assumere u=v =0, dev'essere anche, sulla massima parte della
q

superficie:
aw \2
da

come é per deformate con un gran numero di onde lungo la circonferenza diret-
trice. Confrontando quindi la (r) e la (19), si vede che L, & trascurabile rispet-
to ad L *.

2

L’equazione fondamentale del procedimento energetico si scrive quindi
SLE=W,+W,+L*=0 (20)
in cui gli addendi hanno le espressioni (16), (17) e (19).

Con i metodi del calcolo delle variazioni, & possibile ritrovare la (o) dalla (20).
Risulta cosi confermata l’equivalenza tra le approssimazioni introdotte nelle de-
rivazioni dell’equazione di Donnell (14) e della formulazione approssimata (20)
del procedimento energetico.

6. Il cilindro circolare soggetto a pressione radiale uniforme.

Sia data una lastra cilindrica circolare completa, di raggio R e spes-
sore h, appoggiata nelle circonferenze di estremita x=10 ed x=1{ (¥*).
Le condizioni ai limiti si scrivono:

*w
W=
x?

—0 per {x:(} (21)

x=1%.
Il cilindro venga sottopasto a una pressione radiale verso l'interno:

po=— p=-cost . (s)

Dalle (3) e (4) si ha:

()

(*) Per brevita, nel seguito si usera spesso il termine improprio di cilindro,
invece di lastra o superficie cilindrica.
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a) Metodo geometrico.

L’equazione di Donnell (14) si scrive, introducendo le (t),

DA A wi D S BB 22)
1AW E‘ 4 aaz R? 85(4— .

Una famiglia di deformate soddisfacenti la (22) e le condizioni ai limi-
ti (21) ha l'espressione, analoga alla (10-21),

rax

w=A, sen sen so (23)

“con A, costante arbitraria ed r, s numeri interi.
Si ha infatti

3w ot rux
ax*
3*w [ s \? reax
A, =— A, ¢ + sen sen sg
oa® {2 R* ¢
r* * s \* rnx
A, A, w= A, ™ o T sen sen s .
- - - r ‘n X
Sostituendo nella (22) e dividendo per A,, sen sen su:

b (r21':2+ s? )" P, (r2n2+ s? )2+ Eh r*xt o w
— — 5 _— . u
£ R? R {2 R? Rz ¢

b) Metodo energetico.
Si scelga la w data dalla (23), con u=v = 0. La (13) suggerisce di porre

rntx

d=— & _ sen — sen so . 8%
t .

Si ha

r2gq2 82 \2 rtx
A DO=— D + sen sen so

* {2 R?
e quindi dalle (13) e (23)

r2 T2 s? \2 Eh r2gq?
Prs ( {2 i Rz) B Brs . @
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La (16) diventa:
RO 2 r2 2 52 \2
W [T )
2Eh R?

2 1 I'T 2 r2 2 TTX
o+ 1+ — — s — 52 sen? sen® sa dx da =
R2 m £ {2 £

2Eh [z Rz 2
rtmt
Eh {4 131

s

2R

(r2 i s2 )2 2
+
{2 R?

Analogamente, la (17) fornisce

La (19), tenendo conto delle (t), si scrive

Az ¢ rtx
L*=— P s? sen? cos? sae dx de =
2 {
= — B A 2 g2 mt
2 ° 2

Sommando W, + W, + L,* eguagliando a zero e dividendo per A 2, si ri-
trova la (u).

Ricavando p dalla (u), e ponendo

1
12 (1 — —---)
i R? g2 42 \2 12 m?
krs = (I'2 + ('a’)

S2 &2 J11’2 R2_ 2S2 h2 S2 32 2
(+27%)
n? r* R®

si hanno le pressioni corrispondenti a punti di biforcazione dell’equilibrio
nella forma

72D
R {3

pl‘S = krs " (24)
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Dalla (a'), € immediato notare che la pressione critica p,, cioé la pil1
piccola delle p,,, va ricercata tra quelle con r—=1: cioé ciascuna genera-
trice si deforma secondo una sola semionda di sinusoide. Ponendo r =1,
nonche

. st
B &R
(25)
ey
I'= Rh 1 — —
si ha
149 12 I
ks =Kk, = (26)

+ :

Bz m 32 (1 ‘l‘ Bz)_
Il diagramma delle k, = (k,),,, in funzione di I" & riportato, in scala
logaritmica, nella fig. 11-8. Si noti che tale diagramma & approssimato,

kp Jk
102 |
10 ,/4
4
Last1|'a piana
1 10 10° 10° 10¢ r

(Da Gerard}
Fic. 11-8

in quanto si e supposto che 8, e quindi s, sia una varia":ile continua.

Per I' — 0, la (26) si riduce al primo addendo. Si pt ripetere il ra-
gionamento svolto per la lastra piana compressa in una di: zione (Cap. X,
§ 5), giungendo a

k,—=4
Per cilindri di media lunghezza, cioé per

100 << T <<Ha?



394 SCIENZA DELLE COSTRUZIONI VOL. V

essendo
R 1

a=—— 1 — (27)
h .

m2
si pudé dimostrare che con buona approssimazione
k,=—1,088 VT .

Per cilindri pit lunghi, il minimo valore di k, (26) corrisponde al
minimo s possibile, ovvero a

§=2:

ciog, le circonferenze direttrici si trasformano in ellissi. Come si & perd
gia detto, né I'equazione di Donnell (22) né la formulazione approssima-
ta (20) del criterio energetico, danno risultati attendibili per un cosi
basso numero di semionde lungo la direttrice. Si pud ritenere che per ci-
lindri lunghi sia trascurabile I’effetto dei vincoli di estremita e sia quindi
valida la formula dei tubi di lunghezza infinita (9-13), la quale, con i sim-
boli del presente capitolo, si scrive:

3D
Pe=="py -

Sostituendo questo valore di p nella (24) e tenendo presente la (27), si
ha facilmente

Anche quest’ultima formula é riportata in diagramma, per alcuni va-
lori di a, nella fig. 11-8.

7. |l cilindro circolare compresso secondo le generatrici.

La lastra cilindrica completa gia definita al § 6 sia sollecitata da una
distribuzione di carichi equivalenti a due forze di compressione F, agenti
secondo I’asse del cilindro. Si ha quindi:

— F
N,=—
' 27t R
L (28)
Nt = Nxt e 0 .
L’equazione di Donnell (14) si scrive
F *w Eh 3w
DA A, w+ A, =90 (29)

2nR 8x? R®* 3x*
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ed e ancora soddisfatta, insieme alle condizioni ai limiti, dalla (23).
Operando come al § 6, si ottiene 'analoga della (u)

D (1'21'52+ s® )‘t F rig? (1‘2112 i s? )2+ Eh r*x* 0. (b)
£2 R* 2R : R? R* 4+

Ricordando le (25), e ponendo inoltre

(= 4 )
e = )

i valori di diramazione della F secondo le deformate (23) possono espri-
mersi nella forma:

DR
F,=2x — k.. (30)
in cui
12 TI*
krs = Hrs + - . (31)
s

Per un dato T, il carico critico F,, ammesso che sia uno dei valori dati
dalla (30), si ottiene minimizzando la k,, rispetto alla variabile p. . Trat-
tando quest’ultima, in maniera approssimata, come una variabile continua,
si puod ricavare dalla (31)

ok . 12 17
o P
e quindi
2V'3
p= . r. (dr)
T

D’altro canto, dalla (c¢’) si nota che
=1
Quindi, se
2

Tt
r<-—

2V3

il pil1 piccolo valore di k., si ha per

> 2,85

s=0 ; r=1 ; p=l1

ciog, l'instabilitd si manifesta con una deformata radialsimmetrica con
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una sola semionda longitudinale:

(150
w=—A,, sen ——
In questo caso si ha:
12
k(‘. — 1 + '___1 1—‘
Se invece
I' = S :
2 (Vs

la ;v & data dalla (d') e l'instabilita si manifesta con un notevole numero
di onde in senso sia longitudinale che trasversale, come nel caso della

(Da Horton e Durham)

Fig. 11-9

fig. 11-9, che mostra un sottile cilindro di nickel alle soglie dell’instabilita.
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Sostituendo la (d’) nella (29) si ha:
4 V3

k, = ' 0,702 T ()

1.u2

che, introdotta nella (28) e tenendo presente la (25) e la (9), fornisce
DR 4V 3 V 1
1 —

F.=2nxn®
£2 n* Rh

m?J
(32)

27 3,63
= Eh? o Eh .

oL YL

m2

Il diagramma delle k, (e') (f') e riportato, in scala logaritmica, nella
fig. 11-10.

k,“

e
e / k—6ar
102 2nR

/'
12
: = k. =0,702 T
10 ’L//
1 28 10 10° 10° 10* r
(Da Gerard)
Fi1c. 11-10

Si noti infine che cilindri molto lunghi possono instabilizzarsi come
una trave compressa di sezione a corona circolare, incernierata agli estre-
mi. Ricordando la formula del momento d’inerzia I, di una corona cir-
colare sottile di raggio R e spessore h, e introducendo la (30), si ha

EI, ER®*h Eh?® R

c=752 ——-2 :‘jts .._.21':3 —k

§2 1 gz e
12 (1 — )
m2
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da cui
k,=—6a? | (g)

in cui a & data dalla (27). Le linee (g') sono anch’esse riportate nella
fig. 11-10, per a=10 e 20.

8. Il cilindro circolare soggetto a torsione.

Nei due casi finora esaminati, i termini contenenti le derivate miste
scompaiono dall’equazione dell’equilibrio variato (14). Cid ha reso possi-
bile esprimere la deformata d’instabilita come prodotto di funzioni delle
due variabili, nella semplice forma (23). In tal modo sulla superficie cilin-
drica si identificano delle generatrici e delle direttrici formanti un sistema.
di linee nodali (cioé a spostamento w nullo): infatti, dalla (23),

*w i .
w= =0 per x=—1 i=012..r)
ax? - r
*w 21 )
W=—=0 per a=——] . (j=0,1,2,..9)
T Ba? S

E’ quindi immediato includere in queste condizioni le condizioni di
vincolo (21).

Ben diversamente accade se il cilindro & soggetto sulle due basi a
una distribuzione uniforme di tensioni tangenziali pari a due coppie I
eguali ed opposte, di asse momento parallelo ad x, sicche (*)

N, =N,=0
(33)
— N
Nxt:
2t R?
e 'equazione dell’equilibrio variato (14) si scrive (*¥):
IN *w Eh 3*w
DA A, w— A, + =0. (34)
n R? 80X Sa R* ax*
(®»dm = (N_Rda) R ; M =f dom —2xR*N,, .
2%

(**) La (14) fu originariamente derivata proprio per questo caso di solleci-
tazione, di difficilissima soluzione con le equazioni esatte.
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Infatti in tal caso le linee nodali sono di forma elicoidale (del tipo
indicato nella fig. 11-11) e non risulta quindi facile esprimere le condi-
zioni di vincolo su delle circonferenze x = cost.

klik

— \ Va

10° |~ ’% } + a
10° —

' /[k.zo,as I

10 7

_—

1 10 50 102 10° 104 r
(Da Gerard)

Fi1c. 11-11

Becker e Gerard (1956) proposero la soluzione

rax r + 2) tx
w=A, [sen (T — soc) — sen (—(—j—s—“ — sm)] (35)
la quale sulle circonferenze x—=0 ed x—1{ soddisfa la sola condizione

w=~0.
" Derivando la (35) si ha

3'w Pakry (rnx ) (r+2)* =t ((r + 2) ix )]
—=A,|——sen|{—  —sa ) — sen — sa
ax* A £ o4 {
*w Viskis s\ rm rux
A, =A, + ssen |—— — sa) —
83X da L\ {2 R? £ £
(h)
(r + 2)* w? s> V¥ (r+2)=n (r+2) nx
— " + R ; s sen 7 Sa

rZn? S

b = () s (57— )
4 =g — iy I en \ —— — -
w (2 R S : S

((r + 2)? w? s? )“ ((r + 2) nx )]
— + — sen { ———— — sa )| .
£* R? {
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Sostituenco nella (34) e dividendo per A, si ha

[D (%) @+ — ;';; (%) B, (B, +15? T

| Eh (s) ] Sen(r':cx S)+
r: \gr/ P ! *

(i)
P E) @ty —Z (S) B+ 1+
R (Bz ) _':rr,Rg E’ ‘32 [32
Eh (s\* |, (r—|—2)‘rr.x_m )_
-4 o7 (E) ]32] sen (—-——n sa. )] =0
in cul
___rrcR
Y
(¥
(r+2)=R
B.=
s?

sono gli angoli che le linee w=cost corrispondenti a ciascuno dei due
addendi della (35) formano con l’asse x.

Per cilindri di media lunghezza, ancora secondo Becker e Gerard,
sulla circonferenza a meta lunghezza si pud porre

(r+ 2) =x Irmx rux
sen —s-——sa == sen —E—ﬂ—sa—l—'n: —=-— gsen Th—sa

B K1
B.* K1

da cui, sostituendo nella (i"), si hanno i valori JN,, delle coppie torcenti
di diramazione:

ot o () 2 (- ) Q) 5] o
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che si puo anche scrivere

2

mrszz 7

k., (36)

avendo posto

oz )+ - ) §) T e

Trattando r ed s come variabili continue, analogamente ai paragrafi
precedenti, e minimizzando la (37) rispetto ad entrambe, si ottiene final-
mente 'espressione (approssimata) del valore critico di k., :

k,=0,85 ™ (n’)

in cui I' & il parametro geometrico definito dalla (25).
Per valori di I' compresi all’incirca nell’intervallo

50 < I' << 10 a°

la (n') coincide quasi esattamente con la pili esatta soluzione determinata
da Batdorf e coll. (1947), e riportata in diagramma nella fig. 11-11.

Si noti che per cilindro molto corto si ritrova il risultato valido per
lastra rettangolare allungata soggetta a forze taglianti (Cap. X, § 10;
a/b—=—0o0):

cioeé
2 . 2

D
k,=535 ; JIM,=2x° e 9,35 o 332

gz

Infine, per cilindri molto lunghi, per cui I'effetto dei vincoli di estre-
mita €& trascurabile (cfr. § 6), si puo eliminare il secondo addendo del-
la (35). Inoltre, come al § 6,

s=2
mentre si pud ancora ritenere
raR
_ 1
=7

# rFrancios) - Scienza delle costruzioni - Vol. V 26
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Pertanto la (37) diventa
1[4 /6 3 1 £\? N
=1 [a (E) Ty (1 T ) (E) ). @

| Minimizzando rispetto a ; e sostituendo nella (o) tenendo presenti
~le (25) e (27), si ha

326 T T
K, o —— —— o 0,33 — . (P)
a

n* Va

La (p’) é riportata nella fig. 11-11 per a=20 ed a=>50.

9. Instabilita di cilindri sottili oltre la soglia plastica.

Quando le tensioni critiche fornite dalle formule dei §§ 6, 7 e 8 su-
perano il limite di proporzionalita, esse non sono piu valide, e vanno ri-
dotte moltiplicandole per opportuni coefficienti. Qui di seguito si riportano
i coefficienti di riduzione semi-empirici yv suggeriti dal Gerard [37] rispet-

— G0 A

'/ \ arctg E,

o} ' —¢

Y

Fig, 11-12

tivamente per ciascuno dei tre casi esaminati, avendo posto, oltre ai sim-
boli gia definiti:

E, : modulo secante (fig. 11-12);

m,: modulo di Poisson in campo plastico.
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‘a) Pressione radiale:

Cilindri corti: -

1
1_
1 m*  E, i 3 &
=— 1 —+— —. 38’
:L21 1E[+]/4+4ESJ (38)
mf

Cilindri medi (s> 2):

1 3/4

1——-—|

m? E, ( E, )”* l/ 1 3 E
_— —_— —_— o 38”
a 1 E E 4 T 4 E (387

1 —

2
mD

Cilindri lunghi (s=2):

1 _
1 - m2 Ea l + 3 Et (38”’)
= L E |[¢TeE ]
m,?

b) Compressione secondo le generatrici:

1 142
1 —_— -
m? \/Es E, .
= . (39)
1 — E
m,?
¢) Torsione:
1 3/4
1 —
2 ES .
W= m e (40)
1 E
1 —
m,®

10. Considerazioni sul comportamento reale dei cilindri sottili.

Nel caso di cilindri soggetti a pressione radiale ed a torsione, sono stati
ottenuti da vari ricercatori risultati sperimentali che confermano quelli
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teorici riportati ai §§ 6 ed 8. Al contrario, nel caso di compressione se-
condo le generatrici (§ 7), carichi e deformate assimilabili a quelli teo-
rici, (32) e (23), si possono ottenere soltanto mediante particolari accor-
gimenti (come nel caso della fig. 11-9, in cui era limitata la profondita
massima delle onde) oppure facendo uso di carichi impulsivi: altrimenti,
I'instabilita si manifesta inevitabilmente quando il carico e ancora una
frazione dell'ordine di 1/2-1/4 del valore critico teorico, ed & caratte-
rizzata dalla deformazione di una limitata zona del cilindro (fig. 11-13)
e dalla precipitosa caduta del carico.

(Da Hoff)

Frc. 11-13

La differenza tra carico critico teorico e carico sperimentale di col-
lasso ¢ massima nel campo dei cilindri di media lunghezza. Com’e stato
dimostrato da una recente serie di studi del Hoff e dei suoi collaboratori
alla Stanford University [40-44], questa differenza puo in parte essere
attribuita alla diversita delle effettive condizioni sperimentali di vincolo
rispetto a quelle teoriche.
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La ragione principale del peculiare comportamento dei cilindri sottili
compressi sta pero nel fatto che ci si trova in presenza di un caso di
instabilita di terza specie molto pronunziata (cap. I). Infatti, com’® stato
mostrato in maniera molto evidente con l'ausilio di modelli di carta
(fig. 11-14), una superficie cilindrica sottile puo deformarsi in una super-

(Da Hoff)

Fic. 11-14

ficie poliedrica di eguale area facendo nel contempo avvicinare notevol-
mente le due circonferenze di base. Siccome in questa deformazione non
e implicata alcuna energia di deformazione estensionale W,, il livello ener-
getico del cilindro compresso sulle circonferenze di base e cosi deformato
e, in prossimita del carico critico, molto inferiore a quello della configura-
zione principale indeformata. E’ quindi sufficiente una piccola imperfe-
zione iniziale o una qualsiasi perturbazione per causare il salto dinamico
del sistema nella configurazione deformata.

Lo studio quantitativo del fenomeno comporta la scrittura e la solu-
zione delle equazioni di equilibrio della lastra cilindrica in fase di grandi



406 SCIENZA DELLE COSTRUZIONI VOL. V

spostamenti. I principali risultati di queste ricerche sono riportati nella
fig. 11-15, in cui y) ¢ la diminuzione della distanza tra le due basi del ci-

Fi
F.
A
1,0
A,=0
0,01

0,03
0,05 1

0,5 0,1 v B
v /
A, =04 /

0 : 0,5 1,0 n;

€z !

(Da Timoshenko e Gere)
Fic. 11-15

lindro (cioe il parametro della configurazione tale che Fy sia il lavoro del
carico applicato F: cfr. Cap. I, § 5), ed F,, &, indicano i rispettivi valori
critici.

La curva F—n per cilindro perfetto (A, = 0) fu ottenuta da Karmdn e
Tsien nel 1941. Dalla figura si nota che, con una curva di questo tipo, si ha un
salto brusco dal punto A al punto B, con conseguenti fenomeni dinamici, anche
se la forza F & applicata secondo le norme della deformazione guidata (cap. I).

Le altre curve riportate in figura furono ottenute da Donnell e Wan nel 1950,
supponendo che il cilindro reale fosse inizialmente deformato, rispetto alla su-
perficie cilindrica perfetta, secondo l’equazione

w = A

R I'SX 2rsx
cos

cos s& + b cos + ¢ cos 2sa + d) (a)
ra/s2 g2

in cui le costanti r,s, b, c,d venivano ottenute con la condizione che I'energia di
deformazione fosse minima. Le curve di fig. 11-15, corrispondenti a vari valori
di A , mostrano che il valore del earico critico (carico di collasso) decresce molto
rapidamente al crescere dell’ampiezza della imperfezione, finché per A  dell'or-
~ dine di 0,15 il fenomeno di instabilitd sparisce completamente, ma la rigidezza
assiale F/% del cilindro € molto inferiore a quella iniziale del cilindro perfetto.
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11. Le volte softili autoportanti.

Un altro caso di lastra cilindrica che pud presentare pericolosi fe-
nomeni di instabilita, & quello della volta sottile autoportante, di parti-
colare interesse per l'ingegnere civile.

Una tale volta & costituita da una lastra cilindrica, in genere in cemento ar-
mato, simmetrica rispetto al piano verticale passante per la generatrice di colmo
(fig. 11-16). I vincoli esterni sono costituiti da sottili diaframmi ortogonali alle
generatrici (timpani), atti ad impedire solo gli spostamenti nel loro stesso piano.
La volta puo essere vincolata a due soli timpani alle estremita (volta semplice-
mente appoggiata), ovvero essere continua su pitt timpani.

Dalla trattazione statica delle volte sottili autoportanti (per cui si rimanda
ai testi specializzati) & noto che é possibile realizzare un equilibrio con soli sforzi
di membrana, purché si accettino alcune incongruenze e si ammetta che le fibre

Fi1G, 11-16

Iongitudinali corrispondenti alle generatrici terminali della volta siano’ capaci
di assorbire gli sforzi N, ed N, trasmessi dagli elementi adiacenti: a questo
scopo € talvolta necessario realizzare un’apposita trave di bordo.

Nel seguito si studierd la stabilitd delle volte semplicemente appoggiate,
la cui direttrice & costituita da una semicirconferenza (R = cost, o, = ©/2; fig. 11-
16) soggette a carichi verticali uniformemente ripartiti rispetto alla super-
ficie della volta oppure rispetto alla sua proiezione orizzontale. Il primo caso
corrisponde per esempio alla distribuzione del peso proprio della volta e di even-
tuali rivestimenti; il secondo caso alle normali ipotesi sul sovraccarico acciden-
tale; nel seguito si fara riferimento ai due casi come caso g e caso g rispettiva-
mente, indicando con le stesse lettere g e q il valore del carico applicato sull’unita
di superficie (rispettivamente, della volta o della proiezione orizzontale).

In entrambi i casi, nelle fibre di bordo sora presente soltanto uno sforzo
normale di trazione 9U: esse prendono quindi il nome di tiranti di bordo.
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Misurando le anomalie « dal piano verticale di simmetria e le ascis-
se X da uno dei timpani, e indicando con ¢ la luce della volta (fig. 11-16),

gli sforzi N,, N,, N, nella volta ed 9T nei tiranti di bordo sono dati da:

Caso g:
= 2 (x xz)
x =— & 7\ 7 m COoS &
(41)
N, — g&(l——~2—) sen o
N = fﬁ*(x Xz)
B W
Caso q:
— 3 £ (x xz)
Ny=——gq—\|{— — —) cos2a
2 R \ /¢ 2
N, =— qRcos’«
(42)
— 3 X
N,, = —gqﬂ 1——2-€— sen 2 o
N =0.

In entrambi i casi, a causa della variabilitda degli sforzi da punto a
punto della volta e dell’'incompletezza della superficie rispetto agli esempi
precedentemente trattati, non & possibile la soluzione diretta delle equa-
zioni dell’equilibrio variato, nommeno facendo ricorso alla forma sempli-
ficata di Donnell (14). Bisogna quindi far ricorso al procedimento ener-
getico, che sara sviluppato utilizzando i risultati del § 5.

Alla deformata si attribuisca 1’espressione (Capurso)

X

Wos=Ay (14 % cos2x) sen COS Sx (43)

con 7 parametro costante arbitrario ed s intero pari. La (43) rispetta le
condizioni ai limiti

x=0

=0 per { (44)

x=—1

8*w
W=
ax?
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e su una generica direttrice corrisponde ad onde che, per v > 0, si vanno
smorzando verso i bordi liberi (fig. 11-17), cioé, com’é logico, dov’é mi-

Fic. 11-17

nore la compressione della volta stessa. Il carico e la deformata assunta
permettono di affermare senz’altro

L,—L,=0. | (")

Nel calcolo del lavoro L*, bisogna tener conto anche dello sforzo 9t
localizzato nel tirante di bordo: pertanto limitandosi per simmetria a meta
volta, la (19) si modifica in:

n/2 ([ a 2 ﬁ 2 ﬁr"
T () () e e s
0 O oX ¢ ’

R 3x zaua

L aw 2
—+ J-ﬂl (w—) dx . (s")
0 ox

t=n/2

Introducendo le (41), (42) e (43), e contraddistinguendo con gli in-
dici g e q i risultati relativi ai due casi considerati, la (s") fornisce

Lg*=—A,2 gl (Qo_g + Qi + Qe 1)

(45)
' T
LQQ*;_Aﬁﬁz ? qf’ (Qoq —|_qu7} + Q'zq 7)2)
in cui si & posto
s? n2+3)
_— 21 — —_
i (1=
Qu—- (2+4+7“’2’$'3)+ : [
18— —_ — — (g5 —
6 * 6 4 (s—1)y*—1 ° 4
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n2+3] 1 [ , s 1:2—1—3]
T ity —1 6T =g 6ra+—
' (t")
YA ﬁ2—|—3)ﬁ_‘ 1 (35"’—I—4 RO
ng—60(7s+24 » fe—1\ g T _48)
B 1 - /s—2)\ 1';2—|—3]
4(s—2yF—1 -3( 4 )+ %6 1T
B 1 "3(5—{—2)2_*_1:2—{—3]
aGst+2r—1 L°\ 1 96
Qﬁq“—z
1 243
Qﬁzz(§+3+ﬁ_+) ()
Q . (s*>+4
2q—T S+ )

Analogamente, introducendo la (43) e le opportune condizioni ai li-
miti, le (15), (16) e (17) forniscono l’espressione dell’energia di deforma-
zione della volta, che si pué mettere nella forma:

- .  Et “
W=Aa," o ———— S+ 8,7 +8.77) (46)

-
24

in cui si & posto

1 h © 7 Rh?
Se=3(1— — (1 — T )+ %o
m?2 R %, %o 4 4

s (1= ) h (L L) )
1= m? R %02 P ‘)(.12 ‘5(-22 .v v
s=1 (1) aw G ) e G an)]
i m?/ 4R \ g2 %y ¥ %, %,
n* Rh? ] .
= (% =+ %.%)

16 {*
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essendo a loro volta:

. R
cosh — 1
8 ¢
YTER ~R =R
senh —_
£ {
s* {?
%=1+ ~2 R?
(z')
) (s —2)* #?
%y = —_
' n* R?
(s 42 12
Ay == ~2 R2 ’
Ponendo rispettivamente nei due casi
1o E )
8= %
1 — 2
m
(47)
1 E N
q= 6 - 1 q
m2

la (20) fornisce I'espressione del moltiplicatore ), formalmente identica
nei due casi

)\_ Su+s17l+sz"72
QA Qi+ Q.

(48)

in cui le S sono date dalle (v'), e le Q dalle (t') o dalle (u).

Imponendo la condizione di minimo

G2
an -
si ha
5,Q —5,Q, _ S,Q, —5,Q) (5,Q, —5,Q)
7 = - =12}/ 1+ (a”)
5,Q, — S, Q, (S,Q, — S, Q,)*
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I moltiplicatori critici A e ch corrispondenti a determinate caratteristiche
geometriche R/{ ed h/{, si trovano introducendo una delle due espressioni (a”)

k. 4
10*
o
M XY y“fr
v /) z
g 2 >
106} — /—\ A
10
-—-”
1 10 102 107 104 P;

Fic. 11-18

nella (48), e determinandone il minimo rispetto ai possibili valori di s, che & per
ipotesi un numero intero pari.

koA
10 T

&z
‘:\Q, 2/ 2
m ‘b//, /
10— .
. //

Y

1 10 10° 10° 104 r
Fic. 11-19

Cio é stato fatto in un’estesa calcolazione numerica, i cui principali risultati
si riportano nelle figg. 11-18 e 11-19, in coordinate analoghe a quelle usate nelle
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figg. 11-8, 11-10 e 11-11. T ed a sono cioé ancora date dalle (25) e (27):

£2 / 1
T AL

Rh m?2

R / 1
d = — 1 —

h m?

2D
g= k,
R {2
(b')
w2 D
q=- k
Rz ¢
e quindi dalle (47) e (9)
1 R
T w e
(49)
2 Rz
Ko = nz hy

Si nota che il valore di k. e k € poco sensibile al variare di a in gran parte
del campo investigato.

Infine, a titolo di curiosita, si ricorda il caso della volta sottile con concavita
rivolta verso l'alto, che & stata usata per realizzare alcuni ponti-canale. In tal
caso la volta & prevalentemente tesa e non da quindi luogo a fenomeni di insta-
bilita. Si ha invece un notevole sforzo normale di compressione nelle travi di
bordo (puntoni di bordo), la cui instabilita dev’essere prevenuta con particolari
artifici, non potendosi fare assegnamento sul vincolo costituito dalla volta stessa.

12. Le volte sottili autoportanti molte lunghe (volte-travi).

Nei paragrafi precedenti si sono determinati i carichi critici di lastre
cilindriche a direttrice circolare (completa o incompleta), in varie condi-
zioni di carico e vincolo ma sempre trascurando gli spostamenti prece-
denti al manifestarsi dell’instabilitid. Si sono cioé trattati casi di instabilita
di prima (o terza) specie a variazioni euleriane (cfr. Cap. I, § 7).

Nel caso di volte o tubi cilindrici molto lunghi in rapporto all’altezza
della sezione normale all’asse del cilindro, prevalentemente inflessi e non
diaframmati in maniera sufficiente a garantire I'indeformabilita delle se-
zioni suddette, pud manifestarsi un fenomeno di instabilitda di seconda
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specie, in cui gli spostamenti giocano un ruolo fondamentale. Infatti, nelle
suddette condizioni, le sezioni trasversali della volta (o del tubo) tendono
ad appiattirsi, cioé a ridurre il loro momento d’inerzia rispetto all’asse
neutro (effetto Brazier): pud cosi avvenire che oltre un certo limite il
momento d’inerzia decresca piu rapidamente di quanto aumentl la curva-
tura, e si abbia quindi equilibrio instabile.

L’esempio che segue chiarira quanto sopra esposto.

Si consideri una lastra cilindrica la cui direttrice sia un arco di cerchio di
raggio R ed apertura 2« (fig. 11-20). Si definisca una terna cartesiana destrorsa
En &, fissa nello spazio, con origine nel baricentro di una delle sezioni terminali,

Fi1c. 11-20

asse § parallelo alle generatrici, ed assi n e § principali d’'inerzia della sezione.
In ciascun punto della superficie della volta si pud inoltre definire il solito siste-
ma xtn.

La volta sia sollecitata alle estremita da due coppie eguali ed opposte I, di
asse vettore parallelo ad y (fig. 11-20 a) e non abbia nessun vincolo esterno. Sono
quindi giustificate le ipotesi:

aMx
N, =0 =10
ox
N, =0 (50)
M 0 ° ( ! ) 0
Xt 3x 0 -
avendo indicato con
i B c*wg
p 15

la curvatura longitudinale assunta dall’asse della volta per effetto della flessione,
A sua volta w, ¢ lo spostamento del baricentro della generica sezione, il quale,
per simmetria, avviene lungo &.
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Le caratteristiche di sollecitazione non nulle agenti su un generico elemento
di volta sono quindi quelle indicate in fig. 11-21 a, con i segni gia definiti.

a)

Fic. 11-21

Un generico punto della superficie media della volta, di coordinata originale &,
si trova per effetto della deformazione ad una distanza & dall’asse baricentrico

Jl§

S S0 e
(RS N I
1 l/ \ G \

\de

*————'P‘
\

Fi1c, 11-22

parallelo v’ (fig. 11-22):

=8+ wcosa — vsena — w, . (c”)



416 SCIENZA DELLE COSTRUZIONI VOL. V

La dilatazione ¢ _delle fibre longitudinali della volta & legata alla curvatura
1/p dalla

e — — (dﬂ)

Tenendo presenti le (50), la prima delle (m) porge

[
N, =— Eh — . (51)
e
L’equazione elementare di equilibrio alla rotazione intorno ad x restituisce
la gia nota relazione ({) tra il taglio T e il momento M, (fig. 11-21 a):

1 aM,
T, =— —
R 2«

mentre l’equazione di equilibrio alla traslazione secondo n fornisce, tenendo conto
della curvatura longitudinale (fig. 11-21 b):

cos o dx eT,
N“ R de — + doodx =0
3 o s

e quindi

N =— i (52)
R2cosa ©Ca?

Limitandosi d’ora innanzi a piccoli angoli di apertura 2« , e quindi ponendo

cosa =1
dzg 1

seno = o — . —— (53)
dn? R

Rda = dy

la (52) diventa:
02 M,
Ny=—0p (54)

an?

Ricordando le (7) e tenendo presenti le (53) e (c¢”), le variazioni di curva-
tura delle generatrici (Xx) e delle direttrici (x,) sono rispettivamente:

(e”)
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per cui le (8) porgono

_ 1 1 4zg 1
Mi=—D|—+— + —
p m dn? mR
(55)
dzg/ 1 1
M,=—0D + —+ —.
dy?® R mo
Sostituendo la (d”) e la seconda (55) nella (54), si ha
d4§: gf
Dp + Eh — =0
dﬂ"‘ P
ovvero
1
12 {1 —
d‘igf m2
+ =0 (56)
dnt p? h?

che fornisce il legame tra la curvatura longitudinale della volta-trave 1/p e
la configurazione {'(y) della sua sezione trasversale.
La soluzione della (56), tenendo conto delle condizioni ai limiti

=M, =0 per n=xRa ")

si pud mettere nella forma

ny nm nyn nyn

§' = C, cosh cos + C, senh sen &
e P e P
avendo posto
1 p2 1/4
m? / h?
n Ra nRe, nRe, nRe,
C1 senh cos F cosh sen
N e /1 1 P p p P
- o . (h”)
/ 2nz \R mp n R, nRa, nRa, n Ra,
C,‘z senh cosh + sen cos
P e (2] e

Tenendo conto delle (53), I’equazione di equilibrio globale della volta fornisce

Rao
M = 2J‘ (M, + N &) dy

]

e introducendo le (55), (51) e (g”):

R 1 1 R R \2 p
M=2e¢D{\——— )+~ |1 ——)F, — ({1 ——)} —F,| (57
P m m mp mp R

% FRANCIOS] - Scienza delle costruzioni - Vol, V 27



418 SCIENZA DELLE COSTRUZIONI VOL. V
avendo posto
2 coshp — cos
F = *
it senhp + senp
1 coshyp —cosp senh it — sen p
F, = - (58)

\/_l/ 1 2Ra,
no=y3 1 — —
m? \/ph

2p senhp + senp

(senh p + sen p)?

Il diagramma momento I-curvatura 1/p, calcolato dalle (57) e (58) per

(10° Kg/m)

N

ol

1\

_—-—'-"-‘-—-
—08 —0,6 - 04 -0,2 0 —
0.2 0,6 R
e —— P
.""-‘-— \
—-20
—40
—80
F1c. 11-23
un caso particolare (R=20m ; « =05; h=02m; E=21 x 10'°Kg/m? ;

1/m = 0,25) é riportato nella fig. 11-23. Si noti che linstabilita (di seconda spe-
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cie) si manifesta per coppie N sia positive che negative: i due momenti di col-
lasso valgono rispettivamente

M +*= 49 x 10° Kg.m
M~ =— 63 x 108 Kg.m .

Per il calcolo pratico del momento di collasso di una volta-trave a di-
rettrice con piccolo angolo di apertura, si pu¢ usare la formula appros-
simata

M, =+ 0,28 D a «,* (59)

con D ed a dati dalle (9) e (27).
Se il diagramma del momento non e costante lungo I’asse della volta-
trave, come avviene nella stragrande maggioranza dei casi pratici, si

puo, a vantaggio di sicurezza, confrontare il momento flettente massimo
con la (59).

Nell’esempio cui si riferisce la fig. 11-23, la (59) fornisce

.‘mcaiso x 108 Kg.m .



