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condizione ausiliaria di carico (del sistema principale). Essendo anche in
ogni caso o, = o, = 0, quindi

& =

1 (N M, M,

7 (T +7 =)

dove N, M, M, siano le caratteristiche di sollecitazione effettive, risulta
semplicemente

o N N* M, MS* M, M}

2 a 108
F"‘dA EAF*—l_EJ F"“+EJ F*“( ):

(15)

&z

(2)

La parte espressa per le tensioni tangenziali (sempre nel senso di-
chiarato alla nota (}97)) ha ’espressione

1
GF* j (T T + Ty 1) A
)

ovviamente indipendente da ogni ipotesi sulla ¥,.
Per quanto riguarda le t (effettive) di torsione si ha:

M 0% x 1 30 W\ gl
GJQF' J;)(xl'yz yrzx dA —_ f( _3_;; ‘tyz) dA} =
M (Mf 0y o | 30,
= GJ; {F‘“F‘f(ax oy ’”’)Mi
(2)

essendo M; il momento rispetto all’asse parallelo a z per il centro di ta-
glio (cfr. nota (®8)); dove poi

f(‘w" o 8% *) dA = fﬁoz;; ds — fﬂo div t* dA.
ox ay
(&)

() (2)

(%) Se in tal modo non si ritrova la deformazione della sezione nel proprio pia-
no che si ha gia nei casi pit semplici del problema di Saint-Venant (trazione e fles-
sione semplice), cid si deve dunque esclusivamente alla posizione o¥ = o*‘——O che &

la sola arbitraria nell’applicazione ai casi medesimi (insieme colla ':y =0, che qui non
ha importanza). La forza ausiliaria nel piano della sezione produce effettivamente nei
punti di an tronco comprendente la sezione medesima tensioni o* e o;' non trascura-
bili.

Per avere un’idea dell’errore in cui si cadrebbe se le espressioni delle spostamento
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Assumendo anche la t* conforme alla soluzione di Saint-Venant (onde
7a = 0), 8i ottiene quindi
M, (M

o7 \ 7+ +F*f6 dlvc*dA)

(=)

dunque semplicemente

My M ‘
G_J‘i F—t* (16)

per le z* di torsione, e

M

oI F*[ﬂ div <* d4
t

()

per le z* di taglio. Quest’ultima espressione risulta nulla per le sezioni
simmetriche, ciod nulla per la parte dovuta a T, se la sezione & simme-
trica rispetto all’asse y, per la parte dovuta a T.¥ se & silnmetrica rispetto
all’asse x, e nulla per una e per l’altra parte anche se la sezione & sol-
tanto simmetrica rispetto al baricentro, risultando in tali casi antimetrico
il prodotto #;div t; e per semplicita si suole di regola reputarla nulla in
ogni caso (199),

cosl trovate volessero poi reputarsi valide ad ogni effetto, si pud osservare che per le
accennate condizioni g = &, = 0 che risultano da tale spostamento, mentre si ritrova

6 . .
da esso la considerata componente s, — _E(come 8i vede dall’espressione trovata, posta
la F* normale alla sezione), si ritroverebbe invece la o, moltiplicata per il coefficiente

m(m —1)
(m + 1) (m—2)’

10
tendente all’infinito per m — 2 (a ~ 1,35 per m = ?) :
(%) Per quanto riguarda le v* di torsione & da avvertire che non sarebbe nullo
I’integrale
#, dive* a4
65)]

quando per una sezione come quella a I (sezione «non raccolta ») si ponessero tali

tensioni come risultano dalla soluzione del problema accennato in proposito della se-
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Per quanto rignarda infine le r (effettive) di taglio, si porra allo stesso
modo sempre nullo il contributo delle v* di torsione; e per le * di taglio
si otterra in ogni caso l’espressione, esatta per le sezioni simmetriche ri-
spetto a due assi ortogomnali (119),

T, T T, TS

Zx‘ﬂf{i‘[’ly‘éjﬁi: (17)

zione medesima al paragrafo 17): si ricordi che

*
L, o
dive¥—= =,

0z

© 81 osservi che nel caso di una sezione simmetrica i due fattori del prodotto 190?
¥4

risultano entrambi antimetrici (rispetto a un asse) o entrambi simmetrici (rispetto al
baricentro). Ma si vede facilmente che cid non ha importanza nella determinazione
dello spostamento di un punto di un cilindro di tale sezione sollecitato da un mo-
mento torcente costante, nelle condizioni di vincolo gia considerate nella soluzione del
problema di Saint-Venant, come appunto deve essere. Essendo infatti in tal caso con-
gruente la deformazione corrispondente alla tensione effettiva, deve ottenersi lo stesso
risultato (eiod 'espressione dello spostamento gia trovato nella soluzione suddetta) da

ogni tensione ausiliaria che sia semplicemente in equilibrio colla forza F*. Dovendo infatti
f

allora (per essere costante il fattore E‘J_t') integrarsi l’integrale sopra indicato per
4

tutta la lunghezeza del cilindro, si ottiene
i

!
oo¥
dz | dydive*dd = — [9,d4 F5.”.dz=0
P
0

0 (2 (=)

per essere o¥ identicamente nulla nelle sezioni estreme.
Quando invece il cilindro saddetto sia eftettivamente sollecitato da un momento
torcente variabile, o sia diversamente vincolato, I'espressione dello spostamento
s , 4 p

[
1
—— ! ¥*
GJJF*/ dzj M, M,*ad
)

risultera grossolanamente approssimata.

(119) Per tali sezioni (ma non per quelle simmetriche solo rispetto al baricentro,

come le sezione a | ) sono nulli infatti i due integrali

(rzx)x (I;z)y dA! (Iyz)x (t:z)y dA)

(2) {(2)

intendendo distinte dagli indici x, y fuori dalla parentesi le tensioni dovute rispetti-
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dove poi y, e y, potranno valutarsi colle formule approssimate del § 11,

cloé
A S \2 A 8 \2
Zy=ﬁf(7)d““’ "w:J—zf(T)d*“’
7= Yz

con ovvio significato di A.

La funzione da integrare lungo l’asse per esprimere il lavoro virtuale
interno sard dunque data dalla somma dei termini (15), (16), (17).

Si osservi che effettivamente gli ultimi termini, dovuti agli sforzi di
taglio, risulteranno sempre trascurabili rispetto a quelli dovuti ai mo-
menti flettenti: il rapporto di tali termini & infatti

2 1 TT*
(m + ) x . ig’
m MM

P

5 saranno per la se-

essendo ¢ il raggio d’inerzia, dove i rapporti T v

vamente agli sforzi di taglie T (o T,%) e Ty (o Ty"“). Basta ricordare le espressioni
delle z, e osservare che per tali sezioni risultano nulli

6192 ; 002 ; ()192 0192
3d4 —2 dd, 224 —2Z 244,
j;cy ’ ﬁ?f Y f?f 2y ’ 2% 0y

() (=) (2) ()
" ad 29
3 yd 4 2244 —24da,
fwy jw Y ’_/;"’ax
(2) (2) (2)

per essere ciascuna delle funzioni integrande antimetrica rispetto all’'une o all’altro
dei due assi. Si ha poi

T;; 2 2 Ty g
f (Tdy Gy + (1) Gyl 44 = T, [ Hrgly + oyl dd =2, — -
(2) 2

e analogamente

T, 71X
Krzx)a: ()z + (tyz)a: (t‘ytz)x! dd =y, —a
&)

Circa la distinzione essenziale tra Xy © Iz 8i osservi ad esempio che per una
sezione a I, assunta per asse y la mediana dell’anima, y, risnlta appena superiore al

valore 6/5 della sezione rottangolare, al quale tende tendendo a zero lo spessore del-
TYanima.
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zione generica dell’ordine della lunghezza della trave, come dimostrano le
(14). Risulta cosi un ordine di grandezza come quello trovato per il rap-
porto delle freccie dovute al taglio e al momento flettente nel problema
di Saint-Venant (111),

b

19. Segue da quanto si & visto che si ottiene la rotazione della se-
zione intorno a un dato asse considerando in luogo di una forza una cop-
pia ausiliaria, la cui grandezza si indichera con N* (112); e cosl con due
coppie ausiliarie opposte in sezioni infinitamente vicine si ottengono le

rotazioni relative delle sezioni medesime. Applicate le coppie = NE @
*

. . M, . . .
si hanno per il rapporto WZ‘T diagrammi opposti, salvo lo spostamento,

della discontinuitd unitaria dalla sezione considerata alla sezione infinita-

mente vicina; onde lintegrale
Z
M ds
/(b
0

si riduce semplicemente a ds, e risulta cosl per la rotazione relativa w,
delle sezioni a distanza unitaria ’espressione

~BJ,’

WOy

(1) Nell'espressione dello spostamento di un punto e della rotazione di una se-
zione 3 chiaro che tali termini contenenti gli sforzi di taglic non hanno in realtd nes-
sun significato, essendo dell’ordine stesso dell’errore che deve ammettersi in simile
ricerca: si ricordi infatti che la tensione ausiliaria nella trave vincolata isostatica-
mente differisce in modo essenziale da quella data dalla soluzione del problema di
Saint-Venant in prossimitd dei vincoli, per effetto delle reazioni concentrate. Siccome
si vedra d’altra parte che i termini medesimi sono i soli da cni risulti una differenza
tra la rotazione della sezione (quella rotazione media convenzionale che si ottiene col
criterio adottato) e la rotazione dell’elemento dell’asse, & da avvertire che non resta
perd priva di significate anche tale differenza, poichd si vedrd che lerrore derivante
dalla causa sopra accennata & esattamente lo stesso nella determinazione delle due
rotazioni.

(#?) 8i ripete che una tale determinazione acquista un significato preciso solo
con la definizione convenzionale di uno spostamento (che non pud essere effettivo
perche la deformazione corrispondente alla tensione considerata non & congruente)
risultante da un moto rigido di ogni sezione. La distinzione fatta nella soluzione del
problema di Saint-Venant tra rotazione della sezione e deformazione di essa (ingobba-
mento ¢ deformazione nel proprio piano) era anch’essa evidentemente convenzionale,
perch® fondata su un’arbitraria scissione delle espressioni delle componenti dello
spostamento. Si vedria che la rotazione cosi definita, uguale a quella dell’elemento
dell’asse, non & (come 8&'® accennato nella nota precedente) la rotazione medesima
che viene a considerarsi nello stesso problema col criterio ora adottato.
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ciod la stessa della soluzione di Saint-Venant. (Si ricordi in proposito di
questa, I'ultima nota.) Allo stesso modo si ottengono le espressioni

M, " M
B, ' GT

Wy

(I’ultima rappresenta la rotazione nel piano della sezione) (}3).

E importante osservare che la coppia nella seconda sezione va conside-
rata parallela a quella della prima sezione (cioé rispettivamente secondo ’asse
x, 0 y ot, della prima sezione, non secondo ’asse omonimo della seconda).
In tal modo s’introduce evidentemente una discontinuitd infinitesima nei
diagrammi degli altri due momenti dovuti alla seconda coppia. Si ottiene
cosl da ciascuno di essi diagrammi un integrale rappresentato dall’area

tratteggiata della fig. 56 (11%), dunque infinitesimo
\—;dd - 7 di second’ordine, che mnon modifica il risultato.

"(ZK Quando invece si ponga nella seconda sezione
la coppia diretta come D’asse considerato (z, y o t)
Fig. o6 della sezione medesima, si otterra un integrale

infinitesimo di prim’ordine anche, in generale, da
ciascuno dei diagrammi delle altre caratteristiche di sollecitazione (per la
variazione delle reazioni), e percio un risultato diverso. Che sia infatti

ds2,
Wy =i= W’ etc.

essendo
Q= Q¢+ 2,5+ 2 ¢t

(33) Circa quest’ultima sembra superfluo avvertire, ricordata la nota (109), che la
discontinuita di divet, nel caso che per la sezione a I si pongano le z* risultanti dalla so-

lazione del problema accennato al paragrafo 17, non ha alcuna importanza nella valu-

tazione dell’integrale
i l
. do¥
dz |9, divedd = — | 9,d4 | —Z dz,
oz
(%) 0

0 (&)

il quale resta ugunalmente nulle per ciascuno dei diagrammi rigunardanti le due coppie
infinitamente vicine.

M * 1
(#1%) Nel diagramma di "cﬁ?% la discontinuitd nella seconda sezione vale — — ds,
X tt
M ¥ cos @

in quello di C)TZ%; vale —— ds, come si ha dalle 14).
e

z
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la rotazione della sezione, si riscontra immediatamente: si ha, ricordando
le (13),

aQ ds2, 1 co8 @
= — ) = — Q
D ds al ds T¢ &+ 0 £
aQ . df, sing 1
=g =y Ty At
aQ d§2, cos g sin @

Analogamente si ottengono le componenti 2,, 2, della rotazione Q
di un elemento dell’asse della trave, considerando agli estremi dell’ele-
mento medesimo rispettivamente le forze - F*j e 7= F*i (col segno su-
periore nel primo estremo), essendo

Q=—QAt <7, Q=QNtx1i.

Osservando che dai diagrammi delle caratteristiche di sollecitazione do-
vuti soltanto alle differenze delle reazioni, cioé alle reazioni prodotte nel
primo caso dalla coppia F*dsi, nel secondo dalla F*dsj, si ottiene la
rotazione £2, o &2, della sezione, e che resta poi la differenza dei dia-

* *
grammi 14'_‘% o F—i consistente nello spostamento ds della discontinuita
unitaria, dalla quale risulta il lavoro virtuale
aA GA’

si conclude che le componenti della rotazione dell’elemento dell’asse sono

- T - &
Qw:gw"%’@i’ Q@/mgy"}‘xmg_ﬁ-
I secondi termini di queste espressioni rappresentano ovviamente Vincli-
nazione della deformata dell’asse sulla sezione rotata, ossia 1’angolo for-
mato con quest’ultima dal piano normale all’asse deformato, che & in
realta la nuova sezione della trave (115. Anche qui da un’osservazione

(11%) 8i osservi che queste espressioni sono ottenute considerando 7, o Ty ripartite
come nella soluzione del problema di Saint-Venant (flessione composta) anche in ogni
sezione prossima quanto si voglia a quella in cuni si applicano le forze ausiliarie, vale
a dire considerande anche queste ultime in tal modo ripartite anziché concentrate agli
estremi dell’elemento dell’asse. Non va dimenticato d’altra parte che la rotazione di
esso elemento ® una quantitd definita, di cui si ottiene cosl una valatazione approssi
mata, mentre non esiste una definita rotazione della sezione, essendo quella conside-
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analoga alla precedente si trae

&,

B — T, g4

ds

intese per £,, 5, le componenti dello spostamento del baricentro secondo
Passe # o y della rispettiva sezione : e infatti anche da uno spostamento
diretto in ogni punto secondo l'asse della trave si ha, per la curvatura
di questo, una rotazione dell’elemento.
. . od . . .

Per la dilatazione dell’elemento dell’asse, ¢) = ﬂ&;, 81 ottiene infine,
considerando due forze parallele 7= F* ¢ agli estremi di esso, ed osser-
vando che il momento della coppia da esse costituita e di second’ordine,

T %
Pespressione (dovuta allo spostamento della discontinuita del diagramma F;)

_ N
T EAC

)

20, Si possono ora trovare senza difficoltd in funzione delle quantita so-

. 1 ) 1
pra considerate, nonche della curvatura — e della torsione — dell’ asse,
(44 T
S . . 1 1
le variazioni dei versori ¢, n, b e delle stesse —, —.,
Q T

rata semplicemente una media delle rotazioni degli elementi superficiali di essa. Se si
potessero considerare le forze ausiliarie propriamente concentrate nei baricentri delle
rispettive sezioni (cio® se si conoscessero le tensioni prodotte, come caso limite, dalle
forze ivi concentrate), si otterrebbe la rotazione dell’asse esattamente (s’intende qguella
prodotta dall’azione delle forze che equilibrano la tensione assunta come eftettiva).

T* 1
La parte dovuta all’avanzamento della discontinunitd dei diagrammi di Lo - Z sa-

r* - F*
rebbe allora — @y © rispettivamente (y,,),, valori nel baricentro, com’® chiaro

senz’altro, e come infatti deve essere perchd dalla coppia si otterrebbe allora la rotazio-
ne dell’elemento superficiale baricentrico della sezione.

Si pud ricordare da ultimo che nel problema di Saint-Venant quando sono nulli
Ty e 7, ® nulla Yinclinazione dell’asse sulla sezione rimasta piana (tragione e flessione
semplice), oppure la media ordinaria delle inclinazioni sni diversi elementi di essa:
si ha infatti nel caso della torsione

i3 dd = ot dd =0
0z oY
() ()
of of

(per essere [ proporzionale a ), dove 3%’ oy sono, a meno di infinitesimi di ordine

superiore, i coseni degli angoli formati dall’asse z colle tangenti alla sezione deformata
giacenti rispettivamente nei piani paralleli a ¢x e a zy.
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Si ha innanzitutto dalla stessa definizione del vettore Q
S=QAt=0,n— 0,0,
dove
Q, = Q, sin p + ﬁy COo8 @,
2, = 2, cos o — Q, sin .

Dalla relazione di Frenet

n__ dt
o ds
8i ha poi
1 1 dt adt dt d ot &
—_— _ — —=—-——-6d =-————0— M
. dn 4+ 4 o n 6«13 T 7.2 0 ds I o n;
onde, per essere on < n = 0,
s L _ddt 5
e ds ~ 0
e
ddét dot d 6t d dt
(s’n/z"'—-—g(*”d?——d'g—XTl'Tl)—Q(—(gXb'l)+—%—xt't).

E per la precedente espressione di 8¢, ricordando anche le altre relazioni
di Frenet,

— Q, 42,
6b—_9"t_9(‘r_— dS) ’
e infine dalla
1 1 n db déb &
T ==t m =t~
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si ha

ossia

s L4 0 L AL ___.&__8_0_(116)_
4] T
- . . P | 1 i
Le espressioni trovate, e in particolare quelle di 6 —, d —, diven-
0 T

gono molto semplici se si trascura leffetto del taglio ponendo Q, = Q,,
2, = 0,. Si ha infatti

dsd, 2,
ds T T
aQ, 2, L
e
essendo
aQe .
Wy = = X b = w, sin ¢ + w, o8 @,

d : 17
wJI=E;><1’l,:waOS¢—U)ySIH‘P(1 );

(416) In proposito delle espressioni che contengono il raggio g al numeratore & da
avvertire che per ogni fissato valore di g esse saranno sufficientemente approssimate
finch? risultino sufficientemente piccole, ciod fino a certi valori della sollecitazione,
tanto minori quanto minore sia la curvatora iniziale dell’asse.

Q. a2

(117y Come precedentemente per —— —4 | cioe: dalla

ds 7 ds

Q=0 n+ Qb+ Q1

si ha
aQ ae, dn aQ, 2
=g <= gt g xe=
dt
(easendo d—sxbzo),
aQ a9, 9,
@ = — X = e— am——— —_
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onde
St=Ln—0Q,b;

oM = (2, — pw,) b — 2, ¢ ;

(Sb = Qn t— (Qt_ an_)n;

0-—= Wy — —{:l
e 0
T T ds

Essendo da ultimo evidentemente

0p = £, — om < b (1) = ow, ,

onde
s% _ B9 Ay _d(ew) _dg
ds = ds 0 ds ds 0 ds’

8i ottiene per la variazione della torsione della trave

1 1
. “——,‘—+

Tt

de
ds

(48) Per quest’ultima bisogna anche ricordare che

a0, Q,
@ty

(14%) Dalla
n=6 An= 6,b—86,t

8i ha
Gt:—‘anxb:

questa & la rotazione intorno all’asse ¢ compinta dal versore m nell’assmmmere la dire-
zione della nuova normale principale, ciod quella dell’asse deformato nel punto P 4 8P
(essendo dP lo spostamento); ed anche ovviamente Panaloga rotazione del versore b.
La £, @ invece una media delle rotazioni degli elementi della seziome intorno allo
stesso asse f, che pud assumersi per rotazione dell’intera sezione indeformata come
risulta dalla definizione convenzionale dello spostamento, quindi anche per rotazione
della coppia x,y degli assi principali d’inerzia: vi sarebbe poi da considerare una
seconda rotazione della coppia medesima per portarla a coincidere con quella degli
assi principali della nuova sezione, la quale sarebbe distinta dalla vecchia sezione
rotata, non risultando quest’nltima normale al nuovo asse; ma tale distinzione s'3 gia
trascurata trascurando Veffetto del taglio.

D. Bonvicist & B, DaLl’Aevio — La trave e i sistemi di travi. 8
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Pespressione

1 1
Le semplicissime espressioni di 6 —, 6 — dipendono soltanto dalle ca-
0 Tt

ratteristiche di sollecitazione M, , M,, M; , N nella sezione cui le varia-
zioni medesime si riferiscono : si ha infatti

(3&_: M,
e

. My
Estmtp—{——Echom;n Fdp

1 M, N

v  GJ, EAg’
dove i termini contenenti N saranno in generale trascurabili rispetto

agli altri.

La variazione della curvatura, che & la pilt importante per le appli-
cazioni, puo esprimersi abbastanza semplicemente anche senza trascurare
Peffetto del taglio. Basta aggiungere

- d (2, — Q
(Qn___gn)_{___(__”iq_”_)x

e-le

I

1 . di{ 1 ;
— a1 ATz 8in ¢ + 5, T, cos @) + —— (%2 Tz €08 ¢ — 2, Ty 8in @)
GA ds | GA

Q.algl

1

1 1

d
T G4 (22T J — 2y Tyt) X M (**0) = Elmg_A_ (XeTad — 2Ty ”‘)§ > b=

d y,T ol oyl Ty
imemGOS vty +Z ]>\b Xy Ty di

s GA ¥ g gd ° GA ds "('}Iﬁs" :

Risulta cosl, ricordando le (13),

‘SZ=( BJ, GAr  ds GA) Sm‘er(EI,“ Gan, T is ‘Ga

1 My 2T, 457, My 07 A N
- : co8 .
EAp

ab n
120y Perche — — — — .,
(1*9) Perche P
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In particolare per y, — Xy = cost = y (per esempio nel caso della sezione
rettangolare)

1 M s T, 4T N
S — % Py A e B L N 121y
o HJ, B, %% g (Ar a5 A) T FApl )

Nel caso dell’asse piano, quando uno degli ussi principali d’inerzia
della sezione giaccia costantemente sul piano dell’asse (che & in pratica

il caso generale), posto J=m, quindi i = — p (e p = — Z), risulta
(3_1___ M, 4.2 a x,7T, N
0 EJ, ' ds GA = EAp -

Deve essere considerata a parte la trave ad asse inizialmente rettili-
neo (1*3) Distinto con Pindice 1 lo stato deformato, si ha in tal caso

n dt dt _ aot dg;
(?)1 (ds)l 0 — ds ~ ds (%) = ANt 4 — ( + )=

M, d ZyT.t/ Yo Ts .
Ed, ds GA  GAg))’

ds GA GAT;

e nel caso della sezione costante

n M, e AT%\ |
(F)l_ (EJ_,, t el ) t—

M, g, dT,
BJ, T Q4 ds

(12 —iﬂsi »{-i{—coscp_—%——(“l‘ sin ¢ 4 T, cosg))% (Ecosep-i-
ds 4 ds A4 4
T, dp @ T, T,dp
+“S‘“‘P) @ datan

e
T, fde 1 _ T,
4 \ds 7, ] 4x
(122) Per p -- oo tendono pure allinfinito, come '8 visto, le espressioni delle va-

1
riazioni én, db e § —; e d’altra parte per la trave ad asse rettilineo gli assin e b
¥

sono inizialmente indeterminati; percid le espressioni medesime perdono significato.
(Si ricordi la nota (18),)

4 .
(1*%) In questo e nel successivo Passaggio ® da ricordare che 3—8 = 0. (E ¢'intende

che ¢ & sempre il differenziale.)
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Per la torsione della trave si ha in quest’ultimo caso (quan‘do dun-

. 1
que inizialmente —= 0)
t

1y _d@ . . _M
)T as NI = =g

: 1 . d
Da questa potrebbe infine ricavarsi la (—I—), togliendo la (d_t) ottenuta
1 1

derivando l’espressione di ¢ (= 8in @) che si ha ovviamente da quella di

ok



FINITO DI STAMPARE CON I 1TIPI DELLA
TIPOGRAFIA “ ODERISI,, EDITRIOE IN GUBBIO
IL 31 OTTOBRE 1966



