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IL PROBLEMA DI DE SAINT-VENANT

1. I1 problema di cui qui si tratta, sulla soluzione del quale & fon-
data la teoria delle travi, riguarda un cilindro elastico isotropo di sezione
generica, con le basi supposte per semplicitd normali all’asse (condizione
non essenziale), senza forze di massa e senza forze alla superficie laterale
(cioé la superficie cilindrica, che insieme colle basi costituisce I’intera su-
perficie del solido). Le forze alle basi potrebbero essere assegnate punto
per punto sotto la sola ovvia condizione dell’equilibrio complessivo ; se
non che la risoluzione esatta del problema cosl posto si dimostra pratica-
mente impossibile; ed ¢ merito del De Saint-Venant ’averne data una
soluzione approssimata nel senso del principio che porta il suo stesso
nome (*), nella quale ciod non si tien conto dell’effettiva ripartizione di
tali forze sulle due basi, ma solo del vettore risultante e del momento
risultante sull’una o sull’altra di esse: tale soluzione potra reputarsi va-
lida in ogni caso, conforme al principio suddetto, per tutto il cilindro
eccettuati due tratti estremi di lunghezza paragonabile alle dimensioni
della sezione. Essa sara dunque accettabile quando la lunghezza dell’in-
tero cilindro sia di un ordine di grandezza superiore a quello delle di-
mensioni medesime (e s8i potrd parlare allora di una trave ad asse retti-
lineo di sezione costante) (?).

L’accennata soluzione non & stata trovata direttamente, ma ponendo
nulle a priori tre componenti della tensione, ciod, assunto asse z parallelo
alle generatrici,

Op == Oy == Ty = 0, (1)

(!) Vedasi D. BoNviciNt ¥ B. DALL’AGLIO, Scienza delle Costruzioni. La teoria delle-
lasticita. — « Oderisi », Gubbio, 1961; § 62.

(®) E importante osservare che una soluzione esatta avrebbe in realtd ben poche
applicazioni, poich® raramente potrd essere nota la forza agente sulla sezione estrema
di una trave punto per punto.

D. Bonvicint E B, Danr’Agrio —~ La trave ¢ i sistemi di travi. 1
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Si cerchera dunque innanzi tutto la soluzione piu generale del sistema
delle equazioni indefinite dell’equilibrio e delle equazioni di Beltrami (3)
sotto tali condizioni e ponendo nulle le forze di massa; poi si terra conto
dell’annullamento delle forze alla superficie cilindrica, e resteranno nella
soluzione sei costanti arbitrarie che consentiranno di sodisfare alle condi-
zioni delle assegnate componenti del vettore e del momento risultante su
una delle basi.

Le (1) significano che su ogni elemento di superficie parallelo all’asse
z, la cui normale appartenga dunque al piano zy («,.= 0), sono nulle la
tensione normale e la componente normale all’asse z della tensione tan-
genziale : essendo infatti per un tale elemento

the = Oy Olng + Tay %ny 5 by = Oy Olny ‘I_ Ty Cng 5

risulta nulla Ia componente di ¢, secondo ogni direzione del piano xy.
Pud dunque agire su esso elemento solo una tensione tangenziale secondo
I’asse z; sicché puo dirsi che le gingole «fibre» del cilindro (elementi
filiformi paralleli all’asse) non esercitano mutua pressione (positiva o ne-
gativa), né mutua azione tangenziale che tenda a farle scorrere lateral-
mente, ma possono solo esercitare un’azione mutua in direzione longitu-
dinale. E facile anche vedere che uno stato di tensione sodisfacente alle
(1) & sempre biassiale (o eventualmente monoassiale), cioé che una almeno
delle tensioni principali deve in ogni punto risultare nulla. Basta osser-
vare che in un punto qualunque la direzione appartenente alla sezione
(cioé al piano xy) e normale al vettore ¢, ¢ direzione principale (fig. 1):
la tensione tangenziale sull’elemento ad essa normale, cioe parallelo al
vettore medesimo e all’asse 2, ha infatti componente nulla sulla giacitura
xy come sopra 8’¢ visto (al pari di ogni elemento parallelo
a z), ¢ componente nulla anche secondo l’asse 2 perché
uguale (per la reciprocita delle tensioni tangenziali) alla
componente della ¢, in direzione normale a sé stessa.
La tensione principale secondo tale direzione, agente cioe
sul piano di t, e dell’asse z, & infine nulla come la ten-
gsione normale su ogni elemento parallelo all’asse me-
desimo.

Si osservi poi che in ogni punto del contorno la t, deve risultare ad
esso tangente, essendo nulla per ipotesi la forza di superficie f = <, (detta
n la normale ad esso contorno), quindi 7., = 7,,=20.

Fig. 1

(®) Per la forma di tali equazioni, come di tutte le relazioni della teoria dell’ela-
sticitd, si fara riferimento all’opera sopra citata.
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La prima e la seconda delle equazioni indefinite dell’equilibrio diven-
gono per lipotesi (1) (e per esser nulle le forze di massa)

0T 01y,

8z oz = 0:

81 porra pertanto
T = @ (%, ¥), Ty = Y (2, Y). (2)

La terza equazione di Beltrami, ricordando che la funzione
¥ =0, + 0y + o,

s8i riduce qui al solo termine o,, e che per forze di massa nulle risulta
AY = 0, da la condizione

&,

82~

e cosl la prima, la seconda e la quarta delle equazioni medesime danno
immediatamente

6%c, 0%, _ 8%,
oz~ Qy* ~ oxoy

La o, ha percio necessariamente la forma

o= — B {ay+ a,@ + ay + (2¢ 4 bx 4 byy) 2},

dove a,,a,,a,,c,b,, b, sono costanti arbitrarie.
La sesta equazione di Beltrami diviene, per la prima delle (1) e per
quest’ultimu,

m

e analogamente la quinta diviene
Ay = 2Gb,:

si porra allora ovviamente

¢p=Gblw2—|—cp“ v = Gby* + v,,

essendo ¢, e , funzioni armoniche.
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Da ultimo la terza equazione indefinita d’equilibrio diviene

oy | oy 00, m -+ 1
— T = = H{(2¢ + bx = 2K¢
72 3y R (2¢ 4 b2 | boy) FEe 4 2 p.

G (b, o+ b, y)

Cosl dalle precedenti espressioni di ¢ e di y si ottiene

) |
Ba% + 2Gb,2 -+ %’Jj 4 2Gby — = ;nl’ (26Gh,x + 2Gb, y) = 2B

b

ossia

0

2 0 2
ar (‘Pi T szxy) =+ e (‘I’i . Gbimy) = 2Fc;

che puo scriversi

8(;02 61/)2 — .
ow + By 2 e,

posto

9

2 )
=@ —— Gy = ¢ — @ (bia"g -+

m bzmy) ’

m

¢ cosl
Y 9 2
wgzy)— G bzy +E—b1wy :
funzioni evidentemente anch’esse armoniche.

Derivando TPultima relazione una volta rispetto ad x e una volta
rispetto ad y si ottengono ovviamente le relazioni

i(?ﬁ_ﬁ_%_ 9 (%_9_/_ —0:
oy \ dy ox ox \ oy ox |’

onde si porra

0Py Oy
dy  dw 260, ,

essendo b, un’altra costante arbitraria. Da questa e dalla medesima pre-
cedente risulta che le funzioni armoniche

F = @, — Kex — Gbyy, H =y, — Bey + Gbx
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sono coniugate; cioe che

o8 _on oF__om
dy  ox oxr oy

Si ha infine dalle definizioni di ¢, e di F
2 2
P =@+ G (biav2 -+ o bzmy) =F -+ Eex + G (boy + b2* +4- — bgwy) ,
e analogamente
2 :
w=H -+ Ecy + G (——bom—l——n—b-bimy -+ bzyz);
ossia (ricordando le (2))

2
T = Hex + G (bo?/ —l’“ bimz "I" 7"’""" bz.’ﬂy) + F(.’L‘, 3/),

2 ;
Ty = Fey + G (— bz + poe by + b2y2) + H(x, ),

dove F ed H sono funzioni armoniche coniugate, per ora arbitrarie purche
continue insieme colle loro derivate prime in ogni punto della sezione (pro-
prieta notoriamente richiesta per le componenti della tensione).

Le espressioni trovate di o, 1., 7,, costituiscono la soluzione piu
generale delle equazioni d’equilibrio e di congruenza quando siano poste
nulle le altre tre componenti della tensione, e nulle essendo le forze di
massa, Resta da tener conto della condizione delle forze nulle alla super-
ficie cilindrica, ossia, come s’¢ gid osservato, della 7,,= 0 in ogni punto
del contorno della sezione. Poiche

Tnz = Tzg Oz + Tyz Oy

(ovviamente sottinteso nei simboli dei coseni Pindice ,), tale condizione
si scrive

Fo, + Ha, = — Fe (@2, + ya,) —

2 2
— G by (yos — @ay) + b, ("”2% + "n";*-’”y“y) + b, (_m_ Yoty ?Igocy)

)
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per sodisfare la quale si porra

o oo
F=-——-— _
H oy’

essendo ¢ un’altra funzione armonica (%), la cui derivata normale al con-
torno sard espressa dal secondo membro della relazione medesima.

Il problema della determinazione di una funzione armonica di cui sia
assegnata la derivata normale al contorno del campo & noto come problema
di Neumann, ¢ ammette (poste per essa funzione condizioni molto gene-
rali) un’unica -soluzione ove si prescinda da una costante additiva, che
qui evidentemente non ha alcuna importanza (°); ma l'assegnata derivata
normale deve sodisfare alla condizione di annullamento dell’integrale di
essa esteso al contorno (condizione di compatibilitd, ossia di possibilita
del problema), come si vede immediatamente trasformando tale integrale
mediante il lemma di Gauss: dev’essere dunque

oY
fg;b— ds = 0.
()

9
Considerata la suddetta espressione di gn—, si trova subito (sempre ap-

plicando il lemma di Gauss) che I’integrale del primo termine in G

(.y)
(4 1 esistenza della &= | Fdr 4 Hdy ® assicurata, attesa la gia ricordata
(%:yo) H aF "
continuitd di F e di H, dalla relazione 2F = -D—; e per la — = — o8 risulta 4% =0,
oy o 0% oy

0% of

Inversamente, essendo ¢ funzione armonica, risnltano armoniche coningate le —

o’ oy
(%) Per il lemma di Gaunss si ha
” 0 (020)+ 2 (020 aa = [ |32+ (30)
0% ae o {12 (2% 4 2 (920 aa = [ Y22V + () Lay,
_/‘ansﬂax 2w ) T o\ o Me) T
© %) (%)

g
essendo nullo Valtro termine per Varmonicitd della ¢ ; percid per %{ = 0 risulta ne-

cessariamente

Questa conclusione vale quando sia richiesta la funzione # continuma in tatto il campo
Z insieme colle sme derivate prime, nonch® monodroma.
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risulta nullo senz’altro, e quelli dei termini successivi risultano propor-
zionali al’uno o all’altro dei momenti statici

f xdA, f ydA;

(=) ()
dunque nulli anch’essi quando le coordinate &, y siano riferite su ogni
sezione ad assi baricentrici, ciod quando sia z lo stesso asse baricentrico
del cilindro. Siccome invece Pintegrale del termine FHe (woy —+ yay) risulta
proporzionale all’area della seziome, si conclude che dev’essere necessaria-
mente nulla la costante c.

Si potrad da ultimo porre per comodo

P, y) = G { b, ¥, (@, y) — biﬁi (x, y) — b2"92 (x, y)}y

assegnando per le tre funzioni armoniche dq, 9, ,?; le condizioni al eon-
torno

a1, i 0, o | 2 v othy

— = ¥ay — Y& — = Xy -+ — XY —_—

y ™ YO%a, @ o Yoy, on

2
n = XYty + Yy -

Cosi le espressioni pilt generali delle componenti o, T:z, Ty, divengono
le seguenti:

0, =— B {a, + e + ayy | (b2 + boy) 2},

0 , 0 2 9.\
Tzw:Gibo(y—F—a;“)—’rbi (fb‘e———;—mi)—]—bz(——my—“—éf), (3)

m

. o, 2 09, , 0y
e =0 o (o + G20 =)+l =)

dove ag, @, , &y, by, by, by sONO costanti arbitrarie, mentre le &, %, d
sono le funzioni armoniche regolari (vale a dire finite e continue in ogni
punto della sezione insieme colle loro derivate prime e seconde) € mono-
drome, sodisfacenti alle sopra indicate condizioni al contorno (®). La mono-
dromia & richiesta (s’intende nel caso delle sezioni cicliche) come condi-
zione. di congruenza della corrispondente deformazione {23,

Invece delle ¥ possono farsi comparire in tale soluzione generale le ri-

(6) La continuita delle derivate seconde che non pud richjedersi in generale nel
porre il problema di Neumann, come s'& visto nella nota precedente, deve risultare qui
per la necessaria condizione di continunita della tensione. (Vedasi opera sopra citata, § 32.)

(") Si vedra infatti quando si daranno le espressioni delle componenti dello spo-
stamento che la ¢ contiene un termine proporzienale alla funzione ¢ (ciod proporzionale
alla ¥, alla &, alla 9, rispettivamente in ciascuno dei casi particolari che si conside-
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spettive funzioni eoniugate y ponendo — —86-5— in luogo di 27,- e or in luogo

ox
. 0P ) . . . .
di 5— Per ciascuna di esse restano evidentemente fissati a meno di una
y

costante i valori lungo ciascuna delle linee chiuse costituenti il contorno
(in numero pari all’ordine i di connessione della sezione); e la condizione

di monodromia delle ¥,
dd
—ds = 0
f FP ’
{)

f % qs — o
on
(e)

per ciascuna delle linee chiuse del campo non riducibili ad un punto, e
in particolare dunque per ciascuna delle medesime linee dj contorno

8i muta nella

reranno ponendo diversa da zero la sola costante b,, la b, o la b,).
Che tale condizione sia d’altra parte necessaria per rendere determinata la
¥ &8 gia accennato alla nota (5); ma pud anche osservarsi, con riferimento alla se-

&
zione doppiamente connessa della fig. 2, che da ogni %; assegnata ad arbitrio sui due

lati di un taglio che renda la sezione aciclica si ottiene una @
armomnica regolare nel campo tagliato, ma con valori in generale
diversi sni lati medesimi, dalla quale pud aversi ovviamente nel
campo non tagliato una funziene continna ma polidroma, con de-
rivate prime in generale discontinue attraverso la linea del taglio.
Essendo qui richiesta anche la continuitd di tali derivate, bisognera

Fig. 2 assegnare la g—i con valori opposti dalle due parti; e la condizione

di monodromia della & assicurera allora anche la continuity della
derivata tangenziale. Assicurata invece quest'ultima condizione, resterebbe per la &

una costante di polidromia
[F dx 4+ H dy.

()

Per la monodromia dello spostamento non occorrono altre condizioni, poichd oltre
alla & le espressioni della deformazione non contengono che funzioni razionali intere.

81 avverta che il problema d’elasticita posto per il corpo ciclico non & stato qui
ridotto mediante il taglio a quello del corpo aciclico (col gquale precedimento si sarebbe
persa Ponicitd della condizione alla superficie laterale). Si sono date invece le espres-
sioni delle componenti della tensione valide in ogni caso, con conveniente determina-
zione delle funzioni armoniche coniugate ¥ ed H per adattarle alla particolare forma
della sezione; e solo in tale determinazione si manifesta allora la differenza tra il caso
della sezione ciclica e quello della sezione aciclica, intervenendo nel primo le sopra
esposte considerazioni.
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(fig. 3): si hanno cosi evidentemente ¢ — 1 condizioni indipendenti, che

sono le stesse condizioni richieste per l’esistenza di
una funzione y armonica regolare in ciascuno dei campi / \\\\\\\&
tratteggiati della figura, la quale abbia al rispettivo @ .
0
on - N
che la y mnon sara invece necessariamente funzione
monodroma. Fig. 3

. 0 }
contorno la stessa derivata normale o Si avverta

2. Dallo studio dei casi particolari che si hanno ponendo nelle (3)
una sola delle costanti diversa da zero risultera che effettivamente si po-
tra avere da tale soluzione, come s’era detto, un valore arbitrario di cia-
scuna delle sei componenti del vettore risultante e del momento risultante
delle tensioni sull’una (e quindi anche sull’altra) delle basi. A tale studio
st premettono le seguenti definizioni delie caratteristiche (o parametri) di¢
sollecitazione, con riferimento ad un sistema di assi cartesiani aventi ’ori-

gine nel baricentro di una delle basi (conforme alla gia fissata posizione
dell’asse 2) e cogli assi x, y secondo gli assi principali dinerzia di essa
(tigg. 4, 5).

Sforzo normale, o componente normale, si dira la componente secondo
Passe 2 del vettore risultante delle tensioni sulla faccia positiva (cioe
quella rivolta al senso positivo dell’asse medesimo) della sezione generica ;
dunque

N = | 6,dA.
)

(&

-

Sforzo di taglio nella direzione dell’asse x si dird la componente se-
condo l’asse medesimo dello stesso vettore risultante; ¢ cosi sforzo di
taglio nella direzione dell’asse y la componente di esso secondo tale asse :

T, = frm dA, T, = fryz dA.
(2} {2)
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Momento torcente sard la componente secondo l’asse z del momento
risultante delle tensioni medesime sopra considerate rispetto al baricentro
0’ della sezione:

jl’lt =f(1yz$ — Tmy) dA.
(2)

Momento flettente intorno all’asse x” (asse principale d’inerzia della
sezione generica) sara la componente del medesimo momento risultante
secondo ’asse z; e cost momento flettente intorno all’asse y” la compo-
nente di esso secondo l’asse y:

Mx=[ozydA, My-::-—fazdi(S).
(2) (2)

B chiaro che N non cambia segno se s’inverte il senso positivo di
uno qualunque degli assi: esso € sempre positivo quando la media delle
tensioni normali sulla sezione & una trazione. Gli sforzi di taglio cambiano
segno se s’inverte il senso positivo di uno degli assi z, x o rispettiva-
mente z, y. 11 segno del momento torcente cambia al cambiare del senso
positivo di uno qualunque dei tre assi (dunque quando si passt da un
triedro orario ad uno antiorario). Infine il segno del momento flettente
M, dipende solo dal senso positivo delPasse y, e quello di M, solo da
quello dell’asse .

Le condizioni d’equilibrio del tronco del cilindro fra la base dov’e
posta ’origine degli assi e la sezione generica esprimono la variabilita
delle caratteristiche di sollecitazione lungo 1’asse del cilindro medesimo :
le prime quattro risultano costanti, e i momenti flettenti variabili linear-
mente ; cioé (fig. 5)

M, (z) = M, (0)+} T, 2, My (2) = M, (0) — T,z (°\.

(8) Detto M il momento risultante rispetto al baricentro O della sezione, e detto
P il punto generico della sezione medesima, si ha

M= [(P—— OYA (o, + 7,0+ ryz:i) d4d = [(.m' +yH AN (0K + 7,0+ zyz_'i) dd =
x| : )
=]ozydA.i—jozmdA.j +- [(ryzw—rmy)dA e=M_i+ Myj-}— M, k.
(=) () )
(%) Per Yequilibrio dei momenti rispetto al baricentro O della base z == 0 si ha

M(z) + 2k AN(T,i + Tyj + N,k) — M (0) = 0,
ossia
M@)=M@0)—=z({,4-T, i)
onde
Mt(z)th(O), Mw(z)zdflm(()) - Tyz, My(z)=My 0)— T, =



IL PROBLEMA DI DE SAINT-VENANT 11

Nella trattazione dei casi particolari sopra indieati, che 8’inizia al
seguente paragrafo, saranno date anche le componenti dello spostamento
(senza il procedimento d’integrazione della deformazione, essendo imme-
diata la verifica). Esse saranno riferite, salvo esplicita dichiarazione di-
versa, al seguente sistema di vincoli strettamente rigidi (evidentemente
sufficiente a rendere lo spostamento determinato, e non iperstatico): si
porra fisso il punto scelto per origine degli assi, baricentro di una delle
basi, e nel punto stesso fissa la direzione della normale alla sezione, e la
direzione di uno degli assi principali d’inerzia di questa ancora apparte-
nente alla giacitura dell’asse medesimo e della suddetta normale. Le prime
tre condizioni, rignardanti direttamente lo spostamento, si esprimono po-
nendo

§o =1 = (o = 0;

le altre tre, che si esprimono ponendo

06\ _ (o) _ e\
(a“z)o_ (az)ﬂ_o ¢ (ay)o“"

(quest’ ultima riguardante la direzione dell’elemento parallelo all’asse y)
sono condizioni d’incastro, risultanti da condizioni poste per lo sposta-
mento di altri punti infinitamente vicini all’origine: nella direzione del-
I’agse 2 (altro punto fisso) le due prime, e I'ultima nella direzione dell’asse
¥ (%). Si avverta che essendo in ogni caso del problema di Saint-Venant,

( )
E y 0

o\ _
(am)n_ O,

8i trae anche

¢ cost nell’origine ogni direzione della sezione resta appartenente alla gia-
citura da essa determinata con I’asse z.

(%) Nel caso che il baricentro sia fuori della sezione le condizioni poste non
potrebbero essere effeitive condizioni di vincolo. Per Paspetto analitico & da osser-
vare che le componenti di spostamento & ed 5 risultano in ogni caso funzioni razionali
intere ; percid tali condizioni conserveranno tutte significato fnorch® eventualmente 1la
{o=0, essendo la { dipendente come s’d detto dalla funzione %, la quale potrebbe ri-
sultare non definita nelPorigine quando questa sia fuori del campo per il quale & posto
il problema di Neumann: in tal caso, non volendo lasciare indeterminato lo spostamento
per una traslazione lungo Passe del cilindro, si potrebbe assegnare per esempio il valore
zero alla componente { in un punto effettive della base z — 0.



12 CAPITOLO I

3. Trazione o compressione.
Posto nelle (3) solo la costante @, diversa da zero, si ha
0, = — Ha,, T == Ty, = 0,

Sono dunque nulle le caratteristiche T,, 7\, , M, che dipendono dalle z, e
risulta pure

M, = — Ea, f ydA == 0,
. ()
€ ¢osl
M, = 0.

Resta la sola caratteristica N, componente normale :
N:/ 0.dA = — Hag A ;

onde

?

N
A

e quindi

Le componenti della deformuzione risultano

N __ N

gy = —— I : . Vog T g o= Q
mEA’ § ¢

) = S —
FA "

(oltre alla y,, = 0 come in ogni altro caso). E quindi si ha evidentemente
per lo spostamento sodisfacente alle condizioni sopra dichiarate

N N N
‘=it P T amA® 1T T amaV

Rigulta da queste espressioni che le sezioni si mantengono piane,
traslando ciascuna in direzione normale a sé stessa di una quantita
proporzionale alla propria distanza dall’origine, e¢ deformandosi nel pro-
prio piano tutte allo stesso modo. L’allungamento totale dell’asse del
cilindro, ossia la traslazione della base z =1, &

Al=§(l):E—A;_*l.
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Lo stato di tensione, costante in tutto il cilindro, ® monoassiale. Si
ricordi ('*) che sono allora ugualmente sollecitati tutti gli elementi ugual-
mente inclinati sull’asse z, e che in particolare & nulla la tensione su ogni

elemento parallelo all’asse medesimo, mentre sugli elementi inclinati di —

si ha la massima tensione tangenziale, uguale (in valore assoluto) a
1

. 1
—O—I o.|, accompagnata dalla tensione normale - 0z
o

I’energia potenziale elastica unitaria @

e lenergia elastica totale, o lavoro di deformazione (1%), &

N? 1

(S)

espressione conforme al risultato dell’applicazione del teorema dei lavori
virtuali, assunto per spostamento virtuale quello stesso effettivo.

4. Flessione semplice.

Si porrda qui a, 9= 0, risultando per a, == 0 un caso del tutto analogo.
Le (3) divengono allora

e risultano cosi ancora nulle le caratteristiche 7., T,, M,. Per le altre
8i ha:

N::——EazfydA—_—:O

()

(come gia osservato, per la scelta dell’asse 2);

(1) 8i veda il paragrafo 25 dell’opera citata alla nota ).

(*?) S’'intende I'energia elastica dovuta alla sola azione delle considerate forze, in-
dipendente com’® noto da un eventuale stato di coazione elastica. Si ricordi che il pre-
blema & stateo posto per il corpo libero.
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M, = Ea,z[:x:y d4 = 0,

(=)
per essere z, ¥ gli assi principali d’inerzia ;
-

(essendo ovviamente J, il momento d’inerzia della sezione rispetto all’asse
xz). Anche questa volta risulta dunque una sola caratteristica di sollecita-
zione diversa da zero, cioe il momento flettente M,, necessariamente co-
stante per la trovata relazione

M, (z) = M,(0) + T,z

(Per a, == 0 risulta il solo momento M,, pure necessariamente costante.)
Si ha infine

M,
— B =3
onde _
_ M
0, = 7. .

Le componenti della deformazione sono
M, M,
st_ﬁj;yy 8w=8y=—my7 ;vyzzyzx:ywy:();

e quindi si ottengono le seguenti espressioni delle componenti dello
spostamento (sempre tenuto conto delle condizioni indicate al paragrafo 2):

M, M, M, 22— R
§=_—m“i‘/zy = — = Yy, n=—; = z2_—y“ (*3).
B, mEd, 28, m
(13) 11 termine in 2% dell’espressione di 7 serve a rendere g’l = — %C_ ,
2 y
ossia Yy = 0 (quindi la deformata di ogni retta parallela ad y normale alla deformata
dell’asse z); e cosi il termine in #® a rendere %_—: — %, ossia Yay = 0.

Si pud osservare che da tali espressioni, combinate linearmente con le analoghe ri-
guardanti il momento M e quelle rigunardanti la componente normale N, si ottengono
le espressioni generali dello spostamento nella differenza tra uno stato piano di defor-
mazione e il corrispondente stato piano di tensione (quando guest'ultimo esista); diffe-
renza dovuta allazione di una ¢, con ripartizione lineare sulle basi del cilindro. Vedasi
Yopera sopra citata, paragrafo 60.
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Per analizzare tale spostamento conviene scinderlo in due parti, ponendo

M, M,

Ci=Emez7 §1=0? W1=_2EJ¢22;
52_0’ 52—_mEway, n2—2mEJx(w —y)'

La seconda parte da soltanto una deformazione di ogni sezione nel
proprio piano, che & evidentemente la stessa per tutte le sezioni. La de-
formazione dell’asse z del cilindro e la nuova disposizione del piano di
ogni sezione rispetto all’asse deformato risultano dalla prima parte, per
la quale le sezioni restano evidentemente piane e indeformate anche nel
loro piano: trattandosi di uno spostamento parallelo al piano yz e indi-
pendente da «, basterd rappresentare la
deformazione della sezione longitudinale del
cilindro col piano yz (fig. 6). Ogni punto
dell’asse z si sposta soltanto nella direzione y

e proporzionalmente a 2°; percio la defor- g z
mata dell’asse medesimo & la parabola di
equazione y & t} 3
M, |
yz—ZEsz’ Fig. 6

la cui tangente nel punto generico incontra 1’asse z a meta distanza fra
Porigine e la proiezione del punto stesso. La retta r, intersezione del con-
siderato piano yz colla sezione normale generica, resta ancora rettilinea,
rotando intorno al punto d’intersezione coll’asse z dell’angolo

Ci Mw

——

Q@ =-=gr

-4

e traslando in direzione di y dell’ordinata

M,

2
OB, "

della suddetta parabola nel punto medesimo: risultante di tali due mo-

,

vimenti ¢ una rotazione dello stesso angolo £ intorno al punto di coor-

dinate 0, = cioe il suddetto punto d’intersezione dell’asse con la tan-



16 CAPITOLO 1

gente alla parabola. Segue da cid, o direttamente dall’osservazione che

0 Y

dz’

angolo di queste ultime due rette (%), che la retta considerata si mantiene
nella deformazione normale all’asse del cilindro, come doveva risultare
per essere (anche in questa sola prima parte dello spostamento) y,,=0 (15).
Allo stesso modo di tale retta ruota anche, per l'osservata indipendenza
di questa prima parte dello spostamento dalla coordinata , ogni retta ad
essa parallela appartenente alla medesima sezione normale del cilindro,
rotando cosi dello stesso angolo £ Vintera sezione intorno all’agse paral-
lelo ad @ per il punto suddetto, ¢ mantenendosi pertanto normale anche
essa all’asse deformato del cilindro.

1 . A ; .
La curvatura — di tale asse deformato ¢ espressa in valore assoluto

. e . ; . a*
a meno di infinitesimi d’ordine superiore dalla derivata E% (essendo
2

ancora 1y ==y (¢) la sopra trovata equazione della curva medesima): si
porra
1 d‘Zy ﬂ[x

o dz? Etlx :

considerando cosi positiva la curvatura per M, positivo (easo della figura).
Conforme alla osservata ortogonalita della sezione all’asse deformato,
questa & anche lespressione della rotazione relativa w di due sezioni
infinitamente vicine (precisamente della sezione pin lontana dall’origine
rispetto all’altra) riferita all’unitd di distanza iniziale, cioe

tale rotazione avviene intorno all’asse baricentrico parallelo ad x della
stessa sezione, come risulta dalla posizione degli assi di rotazione delle

(%) Tutto cid va inteso ovviamente nel senso degli spostamenti inflnitesimi,

(%) 8i pud osservare che la condizione 7yz=0 rappresenta 'invarianza dell’angolo
degli elementi dy, dz in modo esatto, ciod anche per lo spostamento considerate non in-
finitesimo, essendo £ =0 (e quindi mantenendosi gli elementi medesimi nel loro piano), e

o _ 08

=—=0.

hY} 0z
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due sezioni, e come dev’essere per esser nullo lo scorrimento di esse (16),
11 prodotto E.J, rapporto del momento flettente a tale rotazione rela-
tiva, dicesi rigidezza flessionale (per Vinflessione nel piano yz).
Si osservi ora che il punto d’incontro coll’asse y della generica retta r’,
corrispondente alla sopra considerata interseziome » della sezione generica
col piano axy (fig. 6), ha ’ordinata

il primo termine & l’ordinata dell’analogo punto della rj, ottenuta dalla
r per la rotazione intorno al punto d’incontro coll’asse z, che si ricava
ovviamente dalla condizione z — §i(y,2) = 0; il secondo termine & la
gia considerata traslazione 7y (2). Ora quest’ultimo & in realtd trascurabile
rispetto al primo termine (17), che & costante ; sicché pud reputarsi in
sostanza che tutte le rette » passino dopo la deformazione per uno stesso
punto dell’asse y, e che pertanto la deformata dell’asse, a cui esse si
mantengono normali, sia un cerchio. In termini pit precisi pud avver-
tirsi che la differenza tra le ordinate della parabola
Mm

— 2
Y= 2an"

considerate infinitesime, differiscono per un infinitesimo del terz’ordine da
quelle del cerchio osculatore nell’origine

M
—_— z 2 2

(16) Il centro della rotazione relativa di due rette z — Z; © 2= 2, & la proiezione sul-
I'asse z del punto d’incontro delle tangenti all’asse deformato nei punti ’intersezione colle
rette medesime : essa proiezione & infatti il punto del piano yz che si sposta ugual-
mente nell’'una e nell’altra delle due rotazioni intorno ai punti delle rispettive tangenti
sull'asse z, portandesi nel saddetto punto d’ incontro. Si vede cosi facilmente che tale
centro risulterd sempre interno all’intervallo (21,23 quando la deformata dell’asse non
abbia nello stesso intervallo nun puntoe di flesso (nel caso della parabola 8 evidentemente
il punto di mezzo dell’intervallo); dunque ber z, —+ 2z, tende anch’esso alla medesima
ascissa,

Ma basterebbe solo ricordare che la posizione dell’asse di rotazione sodisfa alla
condizione di ortogonalitd della sezione all’asse deformato, la quale si identifica con
quells dello scorrimento nullo delle sezioni infinitamente vicine.

| M, | &
E; SF’ essendo d la massima dimensione della

z

(7) Posto |&, | . =¢, onde

: 2
sezione, il rapporto dei due termini considerati risulta inferiore a 2 (s —2—) , detta 1

la lunghezza del cilindro (massimo valore di 2).

D, BonvieiNt & B, DaLi’AGLlo — La trave ¢ i sintemi e trawi.

| ]



18 CAPITOLO I

Poiche nello sviluppo della teoria gl’infinitesimi d’ordine superiore al primo
sono stati sistematicamente trascurati, non si puo giudicare dal risultato
se effettivamente la deformata dell’asse sia la parabola, o altra linea le
cui ordinate differiscano da quelle di essa per infinitesimi d’ordine supe-
riore ; e 'ovvia osservazione che tutte le sezioni si trovano nelle stesse
condizioni di sollecitazione fa allora presumere che la vera deformata sia
il suddetto cerchio. I’espressione

~ B’

approssimata per la parabola, & da reputare quindi espressione esatta
della cuvvatura effettiva della deformata medesima. Con analogo criterio
si presumera che la dilatazione dell’asse, che risulta rigorosamente nulla

2
rigorosamente in ogni punto, reputandosi dunque illusorio Pallungamento
dell’asse dovuto agli spostamenti tutti ad esso normali (18).

E chiaro intine che ogni retta del piano yz parallela all’asse si tra-
sforma in un cerchio concentrico a quello ora considerato; e cosi si tra-
sformano in cerchi in piani paralleli ad yz tutte le altre parallele a z.

‘ . d .
nel punto z =0 (per essere 1vi nulla la derivata cTS) 81 mantenga tale

La seconda parte dello spostamento puo a sua volta essere scissa in
due, considerando separatamente il termine in y* dell’espressione di 7, .
Si ha da questo una traslazione di ogni retta della sezione parallela al-
Passe x, in direzione y e proporzionale al quadrato della distanza di essa
dal baricentro : resta dunque fissa la retta baricentrica, e le altre si spo-
stano tutte nel senso negativo dell’asse y, con aumento delle distanze fra
quelle da tale parte del baricentro e diminuzione delle distanze fra quelle
dallaltra parte (dilatazione in direzione y dove si ha contrazione assiale,
e inversamente). La parte che resta dello spostamento & espressa nel piano
'y’ (piano della sezione) in modo del tutto analogo allo spostamento so-

(*8) Con la ragione addotta si & giustificata la costanza della curvatura e della
dilatazione dell’asse. L’aver assuntv per tali quantitd i valori che risultano nella sezione
z==0 puod giustificarsi osservando che risulta nulla nella sezione medesima la rotazione,
e pertanto le & ,..,y, sono in essa espressioni rigorose delle componenti della defor-
mazione,

I ovvio che risulta a questo modo per i punti dell’ asse una componente di

M
. N . @€
spostamento parallela all’asse medesimo; e puod osservarsi che resta — anche Vespres-
x
sione della rotazione relativa delle sezioni infinitamente vicine riferita alla primitiva
distanza.
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pra considerato nel piano zy, colla sola differenza del fattore costante
1 .
T dunque le rette parallele ad x’ (traslate come s’¢ detto) si trasfor-

mano in cerchi col centro sulla parte dell’asse y; (cioe l’asse y’ rotato
ingieme colla sezione per il primo sposta-

mento) opposta a quella su cui trovasi il
centro della deformata dell’asse del cilindro, =
a distanza x’ K i} r_ 7
MBS, \ 7
\\ ”I[J; I(
dal baricentro della sezione (fig. 7). Le rette B ”I y ‘_,’
parallele ad ¥ ruotano per mantenersi nor- Fig. T

mali a tali cerchi, convergendo quindi nel
comune centro di essi

Lo stato di tensione ¢ in ogni punto monoassiale come nel caso pre-
cedente (ma ovviamente non costante).
IL’energia potenziale elastica unitaria e

1 M,

EE’ng’

1 9
Q= s 02=
e il lavoro di deformazione

i

1 M, . 1 M 1
L 3T dzfydA = 5 M Q)
1]

()

conforme al teorema dei lavori virtuali applicato come s’¢ detto alla
fine del paragrafo precedente.

5. Torsione

Posto solo b, 4= 0, le (3) divengono

o 0
Oz:O, Top — Gbo(y+—;£-), Tyz == Gbo(—w—l—bé*;—),

essendo 9, la funzione armonica definita a meno di una costante dalla
condizione al contorno
a9,

on
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Risultano nulle evidentemente le caratteristiche N, M, , M,; e con queste
due ultime anche le T,, T, per le gia ricordate relazioni. Per conferma
ad esempio della

Tx=frmdA = 0

(=)

si osservi che mentre si ha senz’altro

fydA = 0,
(=)

per il secondo termine si ha

a9, o 89\ . o[ o9, 59, 89
—dA= - — 19 == 0 §=
o fgaw(m ax)+8y( 8J)} 90( “")dg
(&) )

(=
o,
= |z ™ ds = | x (woy, — yo,) ds = — [ ydA = 0.
{e) (¢) (3]

Resta dunque il solo momento torcente,

o o,
Mt:‘“[(w"yz—y"fzm)dA:wGbof(wz—f—yz—l-y_a_;_ ay)dA
() (3)

Osservato che
[+ oaa =,
!

momento d’inerzia polare, e posto

,— I, (4)
o o ot ?
J e 7 ¢ 0 ——— -—0 e
» (m 5 Y &’L')dA
(=)
risulta
q

(1%) Per tale sostitnzione basta ricordare che la ¢; ® armoniea.



IL PROBLEMA DI DE SAINT-VENANT 21

onde si ricava

e cosi le espressioni delle tensioni tangenziali divengono infine

M, 89, M, 89,
w— — 4 —— - 2 = @ — 5%
T q Jp (y + aa; ) y Iy q Jp ( ay ( )

Il numero ¢ definito dalla (4) & detto fattore di torsione. Si vuol di-
mostrare che esso & sempre > 1, ossia che

09, 89,
f (w gy Y W) 4

] = 0
e T {8 _ aﬁu)dAZ ’
P oy e

)

o anche che

(:v —0 __ 6190) dA = 0

8:1: =
()
e
J"[( Yy aﬁ)dA>()(2°
am
(2)

La prima di queste si dimostra osservando che

o,
[( oy —Y ——) ——f% (@) — o yﬂo\} dA =f190 (wa, — youz) ds =

(X) {c)

895\ . (9PN 44
= [ngee= &)+ ()
)

(e)

(®) Le due condizioni, ovviamente sufficienti, sono anche necessarie perche Iy &
per definizione >>0: se infatti la seconda espressione risultasse negativa, sarebbe Vin-
tegrale maggiore di Jyy © pertanto positivo. '

(*) Vedasi la nota (5).



